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 سٌدنا والنور الرحمة نبً الى الامة، ونصح الامانة، وأدى الرسالة بلػ من الى

ه الله صلً) محمد  (وسلم واله علٌ 

 افتخار بكل اسمه احمل من الى انتظار، بدون العطاء علمنً من الى

ٌز )والدي  (العز 

ٌاة بسمة الى,  والتفانً الحنان معنى الى  وعائها كان من الى.  الوجود وسر الح 

 جراحً بلسم وحنانها نجاحً سر

بة امً)  (الحبٌ 

 فؤادي بذكراهم ٌ لهج عرولً فً ٌجري حبهم من الى

 (اخوتً)

ٌا سرنا من الى  والابداع النجاح نحو معا الطرٌك نشك ونحن سو 

 (زملائً)

ن الى  سنوات اربع مر على والثمافة والمعرفة بالعلم امدونً الذٌ 

 (جمٌعا الاعزاء اساتذتً)
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 ًانو عهٍو الله )صهى محًد المسسهين سٍد عهى ًانسلاو ًانصلاح انعبلمين زة الله الحًد

 اتمبو في ًاعبَني نو ًفمني لمب ًفيرا شكسا ًاشكسه كثيرا الله احمد فبًَ ًثعد ،( ًسهى

 اندكتٌز انفبضم لأستبذي ًايتنبًَ شكسي عظٍى ًعسفبَب اجلالا اسجم ًاٌ ىرا بحثً

 ًلمب ، صبدق عهًً جيد يٍ ثرنو لمب انجحث ىرا عهى المشسف(عدي حبتم صبحت و.)و.

 انترثٍخ كهٍخ الادازح يٌجو شكسي اٌ كًب زشٍدح ًتٌجٍيبد عهًً خهك يٍ ثو غًسًَ

 انسٌبضٍبد لسى ثبثم  بجبيعخ انصسفخ  نهعهٌو

 في نهتدزٌس ثٍئخ أفضم نتٌفير الجبيعخ في انكساو اسبترتنب لجم يٍ المجرًنخ نهًجيٌداد

 انعهى طهجخ تلائى انتي الاحٌال أفضم

 ًيشمخ تعبًٌ يٍ لديٌه لمب ًاخٌتً ًايً ًثبلأخص اثً اسستً الى ًحبي شكسي كرنك

 ثبندزاسخ. الاَشغبل اثنبء ًصبر
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الأولى وبعض  من الرتبة الجزئٌة التفاضلٌةهذا البحث المعادلات  نالش

ساسٌة فً الا المفاهٌمٌتضمن البحث بعض حٌث  ،وتطبٌماتهاطرق حلها 

سنتطرق الى اهم الحلول فً كذلن و ،المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة

التعرؾ على بعض التطبٌمات الموجودة والمعادلات التفاضلٌة الجزئٌة 

  .والكٌمٌائٌة وؼٌرهافً مختلؾ المجالات الهندسة والفٌزٌائٌة 
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 الممدمة 

تمثل الدوال  عموما   [1]بط دالة واحدة او اكثر مشتماتها هً معادلة تر المعادلة التفاضلٌة 

كمٌات مادٌة وتمثل مشتمات معدلات التؽٌر الخاصة بها وتعرؾ المعادلة التفاضلٌة العلالة بٌن 

ان دراسة المعادلات التفاضلٌة فً مجال واسع فً الرٌاضٌات البحتة والتطبٌمٌة  [2]الاثنٌن 

 بأنواعهاوالفٌزٌاء والهندسة جمٌع هذا التخصصات معنٌة بخصائص المعادلات التفاضلٌة 

البحتة  الرٌاضٌات  حلول وتفردها بٌنما تركزالمختلفة تركز الرٌاضٌات البحتة على وجود ال

دها  بٌنما تؤكد الرٌاضٌات التطبٌمٌة على  التبرٌر الصارم لاسالٌب على وجود الحلول وتفر

او تمنٌة او تمرٌب الحلول تلعب المعادلات التفاضلٌة دورا مهما فً نمذجة كل عملٌة فٌزٌائٌة 

بولوجٌة تمرٌبا بدءأ من الحركة السماوٌة او تصمٌم الجسور وحتى وحتى التفاعلات بٌن الخلاٌا 

المعادلات التفاضلٌة مثل تلن المستخدمة فً حل المشاكل الحٌاة الحمٌمٌة العصبٌة لد لاتكون 

بالضرورة لابلة للحل بشكل مباشر على سبٌل المثال لاٌوجد لدٌنا حلول شكل مؽلمة بدلا  من 

  .ذلن  ٌمكن تمرٌب الحلول باستخدام طرق عددٌة

ٌمكن صٌاؼة العدٌد من الموانٌن الاساسٌة للفٌزٌاء والكٌمٌاء كمعادلات تفاضلٌة  فً علم الاحٌاء 

النظم العمدٌة تطورات نظرٌة الرٌاضٌة والالتصاد تستخدم المعادلات التفاضلٌة لنمذجة السلون 

ٌزة تماما للمعادلات التفاضلٌة اولا مع العلوم التً نشأ فً بعض الاحٌان فً مجالات علمٌة متم

لد تؤدي الى معادلات تفاضلٌة متطابمة كما حدث هذا ٌمكن اعتبار النظرٌة الرٌاضٌة وراء 

المتنوعة على سبٌل المثال انتشار الضوء والصوت فً   الظواهرالمعادلات مبدا موحد وراء 

  [3]الجو والامواج على سطح البركة ٌمكن وصفها جمٌعا من خلال نفس المعادلة الموجة 
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  ( ) 

  

  
  (   ) 

   
  

  
    

  

  
   

تفاضلٌة عادٌة فً  معادلة [4]الرح ٌاكوب بٌرنولً معادلة برنولً التفاضلٌة  1695وفً علام 

 شكلها التالً 

  

  
  ( )      

ٌتضمن هذا المشروع ثلاث فصول بحٌث الفصل الاول ٌشمل ممدمة واساسٌات حول معادلات 

التفاضلٌة الجزئٌة اما الفصل الثانً ٌتضمن طرق حل المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة والفصل 

 الثالث ٌتضمن بعض التطبٌمات التً تخص المعادلات الجزئٌة 
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صل الاول
 الف 

دمة  عن  ))  المعادلات  مق 

ة   ي  ز ئ  ة  الج  لي 
اض  ف   ((الت 
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 ممدمة عن المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة

 الممدمة  1-1

المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة هً نوع من المعادلات التفاضلٌة التً تحتوي على 

دالة واحدة او اكثر من الدوال المجهولة ومشتماتها الجزئٌة او علالة تتضمن تابعا 

الى مشتمات الجزئٌة لهذا  بالإضافةت مستملة او توابع مجهولة لها عدة متحولا

   [5]المتحولات 

والفرق الاساس بٌن المعادلة التفاضلٌة الاعتٌادٌة والمعادلة التفاضلٌة الجزئٌة هو ان 

عدد المتؽٌرات المستملة فً الاخٌرة ٌزٌد على متؽٌر واحد اما حلول المعادلات 

التً تتضمن دوال اختٌارٌة بدلا من الثوابت الاختٌارٌة  التفاضلٌة الجزئٌة فانها

   [4]تحصل فً حلل المعادلات التفاضلٌة الاعتٌادٌة 

 انواع المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة   2-1

ٌمكن تصنٌؾ المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة الى تصنٌفات مختلفة وهذا التصنٌؾ لة 

 طبك فمط على كل معادلة مصنفة ت وطرق الحلمفهوم هام لان النظرٌة العامة 

  [3]والتصنٌفات الاساسٌة هً 

 رتبة المعادلة  1-1-1

 رتبة المعادلة التفاضلٌة هً اعلى معامل تفاضلً فً المعادلة 

 امثلة 

 من الرتبة الثانٌة        

 من الرتبة الاولى        

 من الرتبة الثالثة              
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 عدد المتؽٌرات  1-1-1

 عدد المتؽٌرات المستملة فمثلا 

 x,tمتؽٌرات هما        

        
 

 
  r.t.wالمتؽٌرات هً   

 الخطٌة المعادلة   3-2-1

خطٌة او  خطٌة ففً المعادلات التفاضلٌة الخطٌة ٌكون المتؽٌر لد تكون المعادلة  

الجزئٌة تظهر فً الصورة الخطٌة )أي انها ؼٌر  مثلا وكل مشتماتة   uالتابع 

فان مضروبة فً بعضها او مرفوعة لاس خلاؾ الواحد الصحٌح ( وباٌجاز 

الصورة العامة  للمعادلة التفاضلٌة الجزئٌة الخطٌة من الرتبة الثالثة فً المتؽٌرٌن 

 لها الصورة الاتٌة 

                             ( ) 

اما تكون الثوابت او دوال متصلة فً المتؽٌرٌن                 حٌث 

 فمثلا     

 خطٌة                  

 ؼٌر خطٌة          

 خطٌة           

 التجانسالمعادلة  1-1-4

(   ) معادلة التفاضلٌة الجزئٌة المتجانسة اذا كانت تسمى ال وتسمى ؼٌر   

(   ) متجانسة اذا كانت     

 متجانسة              
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 ؼٌر متجانسة                        

  (   )      

 انواع المعاملات5-2-1

( ثوابت فان المعادلة 1فً المعادلة )              اذا كانت المعاملات 

( تسمى معادلة تفاضلٌة جزئٌة خطٌة ذات معاملات ثابتة واما اذا كان واحد من 1)

 وكلاهما ذات معاملات متؽٌرة    x,yالمعاملات او اكثر دالة فً 

 الانواع الثلاثة الاساسٌة للمعادلات الخطٌة  1-3

    [3]( لها ثلاثة انواع 1صورة )المعادلات التفاضلٌة الخطٌة التً على ال 

 اذا كانت  (parabolic)النوع المكافئ-1

         

 :اذا كانت (Hyperbolic)النوع التزاٌدي -2

         

 :اذا كانت  (elliptic)النوع التنالصً -3

         

 ومن الامثلة ذلن 

(I)       

    نجد ان  
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 )تكافئ(PARBOLICأي انها 

(  )        

         نجد ان 

           

 hyperbolicأي انها 

(   )      

           نجد ان 

           

 hyperbolicأي انها 

(  )            

                نجد ان 

           

αمن النوع المكافئ اذا كان     فتكون من النوع التنالضً اذا كان  من    

     النوع الزائدي اذا كان

وٌجب ملاحظة انة  حالة المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة ذات المعاملات المتؽٌرة فان 

 نوع المعادلة لد ٌتؽٌر من نمطة الى اخرى 

 تكوٌن المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة 1-4
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 [3]تتكون المعادلة التفاضلٌة 

 بحذؾ الثوابت الاختٌارٌة -1  

 بحذؾ الدوال الاختٌارٌة -2

 اولا:حذؾ الثوابت الاختٌارٌة 

 احذؾ الثوابت الاختٌارٌة من المعادلة   /1مثال

     (   )    

                

       

        

ملاحظة: اذا كانت عدد الثوابت الاختٌارٌة المطلوب حذفها ٌزٌد عدد المتؽٌرات 

المستملة فان رتبة المعادلة )او المعادلات (التفاضلٌة الجزئٌة الناتجة اعلى من الرتبة 

 الاولى كما ٌتضح ذلن فً المثال التالً 

 من المعادلة  a,b,cاحذؾ الثوابت   /1مثال

             

 الحل:

                       

ولكن هاتٌن المعادلتٌن بالاضافة الى المعادلة المفروضة ؼٌر كافٌة لحذؾ الثوابت 

 فنحصل على المعادلة من الرتبة الثانٌة  xبالنسبة الى   pوبذلن نشتك 
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 لنحصل على   yبالنسبة qوٌمكن اشتماق 

  
   

   
    

 لنحصل على xبالنسبة qاو yبالنسبة الى pٌمكن اٌضا اشتماق 

  
  

  
 

  

  
   

 وعلٌة ٌكون 

                 

 ضة نجد ان فً المعادلة المفروa,b,cوبالتعوٌض 

  (    )  (    )      

           

 وهً وعلٌة ٌكون لد حصلنا على ثلاث معادلات تفاضلٌة جزئٌة 

                       

 وهً معادلات من الرتبة الثانٌة 

 

ي  
ان  صل الث 

 الف 
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ة  )) ي  ز ئ  ة  الج  لي 
اض  ف   ((طزق  حل المعادلات  الت 

 

 

 

 

 

 

 طرق حل المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة

 ن المرتبة الثانٌةمئك حل المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة ارط: 1-1

   الطرٌمة المباشرة-1

ٌمكن تعٌٌن الحل العام لٌبعض المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة بالمكاملة بالنسبة لأحد متحولاتها 

 المستملة. 

 نوضح ذلن ببعض الأمثلة. 

عٌ ِّن الحل العام للمعادلة مثال: 
 2 

  
 [6]والحل الخاص  المحمك للشرطٌن:      

 (   )         (0  )   2 

 

بمكاملة طرفً المعادلة الحل:  
   

   
 نحصل على:  xبالنسبة لً 
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1

2
 2    1( )  

فمط )لماذا (وبمكاملة طرفًٌ  yتابع اختٌاري للمتحول ( )1 حٌث أن 

 نحصل على:  xالمعادلة الناتجة مرة أخرى بالنسبة لً

 (   )  
1

6
 3     1

( )   2( ) 

 فمط.  yتابع اختٌاري للمتحول ( )2 حٌث أن 
 لتعٌٌن الحل الخاص  المحمك للشرطٌن الإضافٌٌن لدٌنا: 

 (0  )   2  0  0   2
( ) 

 2
( )   2 

 (1  )       
1

6
    1   2 

 1
( )        2  

1

6
   

 وبالتالً ٌكون الحل الخاص  الذي ٌحمك الشرطٌن هو:  

 (   )  
1

6
 3            2  

1

6
     2 

 طرٌمة فصل المتحولات ومبدأ التركٌب الخطً  -1      
إذا كانت المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة الخطٌة متجانسة وذات أمثال ثابتة فٌمكن إٌجاد حلها 

بطرٌمة فصٌل المتحولات ومبدأ التركٌب الخطً الذي ٌنص  علً أن: التركٌب الخطً لعدد 

هو أٌضا حل لها أما طرٌمة فصل المتحولات  من حلول معادلة تفاضلٌة خطٌة متجانسة

  [7]فتتلخص  بما ٌلً

نفرض أن متؽٌر المعادلة )تابعها(مساوي لحاصل ضرب عدد مٌن التوابع حٌث أن كل --1

  منها تابع لمتحول واحد فمط من المتحولات المستملة التً ٌتبع لها هذا المتؽٌر.
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ضلٌة الجزئٌة المعطاة فنحصل بعد إجراء نعوض عبارة الحل المفترضة فً المعادلة التفا-2

الفصل بٌن المتحولات على تناسب، كل نسبة من نسبه عبارة عن تٌبع لمتحول مستمل واحد 

  وبالتالً كل نسٌة من هذه النسب ٌجب أن تساوي ممدا ارً ثابتاً . 

من كل نسبة من النسب والثابت نحصل علً معادلة تفاضلٌة عادٌة بحٌث أن عدد -3 

  ادلات التفاضلٌة العادٌة التً ٌمكن الحصول علٌها ٌساوي عدد متحولات المعادلة المعطاة.المع

 نعٌ ِّن الحل العام لكل معادلة من المعادلات التفاضلٌة العادٌة التً حصلنا علٌها. -4 

إذا أرفمت المعادلة التفاضلٌة بشرط إضافً أو أكثر فٌمكن استخدامها فً تعٌٌن الثوابت -5 

  مسألة المؤلفة من المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة والشروط الإضافٌة.وحل ال

 حل بطرٌمة فصل المتحولات المسألة التالٌة: مثال: 

  

  
 

  

  
 0    (0  )   2  

 لذا نضع ) (   )   ، أيx  ,yتابع للمتحولٌن المستملٌن  uبما أن متؽٌر المعادلة الحل: 

   (   ) تابعٌن ٌطلب ( )  ( )   حٌث أن( )  ( )  

 تعٌٌنهما. 

إن 
  

  
  ( ) `( ) 

  

  
نعوض فً المعادلة فنحصل ( ) ( )`  

 على:  

          

`
 `

 
 `

 `

 
 

  yفمط والطرؾ الأٌمن تابع ل xالطرؾ الأٌسر فً هذا التناسب تابع ل

إلا إذا كان الطرفان مساوٌٌن لثابت  yوكل   xفمط وهذا لا ٌتحمك مع كل 

 ، أي:  ما ولٌكن 

 `

 
 

 `
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ٌنتج من هذا التناسب المعادلتٌن التفاضلٌتٌن العادٌتٌن 

 [6]التالٌتٌن:المعادلة الاولى 

        

 لحلها نكتبها بالشكل: 

  

 
       

 وبالتالً  

                

     2  

 ثابت كٌفً.  Aحٌث أن 

 المعادلة الثانٌة: 

 `        

 بحلها نحصل على: 

         

 ثابت كٌفً.  Bحٌث أن 

 ٌنتج مما سبك أن: 

 (   )   ( )  ( )  

    (   )  

    (   )  

       (0  )   2    3     

     2  بالمطابمة نجد أن  

 وبالتالً فا ن الحل المطلوب هو: 

  (   )   2(   ) 
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اٌجاد حلول المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة من المرتبة 1-1

 [8]الاولى

 ستناول عددا من طرق فً اٌجاد الحلول معادلات المرتبة الاولى 

 طرٌمه لاكرانج 1-1-1

 تستخدم هذا الطرٌمة لحل معادلة لاكرانج وهً من الصٌؽة 

 (     )
  

  
  (     ) 

  

  
  (     )  ( ) 

  واذا فرضنا ان 
  

  
 فتصبح المعادلة           

 بالصٌؽة الاتٌة 

           ( ) 

 

 (     )     ( ) 

 نحصل على ان   x( باشتماق بالنسبة ل 3عدد ثابت باشتماق ) aحٌث 

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  
    

  

  
 

  

  
  
  

  
    ( ) 

 

 أي ان 

  
  

  
 

  

  
    ( ) 

 ٌتبع ان  y( بالنسبة الى 3وبالطرٌمه نفسها اشتماق )

 

  
  

  
 

  

  
        ( ) 

( نحصل 2وبمٌمتها اعلاه فً معادلة ) pو   q( بالنسبة الى 6( و)5وٌحل )

 على ان 
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      ( ) 

 وبما ان 

U(x,y,z)=0  فان 

  
  

  
    

  

  
   

  

  
      ( ) 

 

 ( نحصل على ان8( و )7وبممارنة معادلتً )

  

  

 
 

  

 
 

  

 
       ( ) 

وهاتان المعادلتان تعرفان بمعادلتً لاكرانج التابعتٌن  وتستخدم التحوٌل 

ثابت  u=a(  الى المعادلتٌن التفاضلتٌن اعتٌادٌتٌن نجد 1لمعادلة الاصلٌة )

 v=bاحدهما  و 

او    ثابت الاخر وٌكون الحل المعادلة الاصلٌة أي من الصٌػ 

 دالة اختٌارٌة لاحظ المثال التالً   حٌث  (   ) و     

 

   /مثال 

 حل المعادلة 

   
  

  
    

  

  
    

 

 الحل

حلها من حل   ان هذه المعادلة هً من صٌؽة معادلة لاكرانج وعلٌة ٌتبٌع

 المعادلتٌن التابعتٌن لها أي من حل المعادلتٌن 
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 أي ان                حٌث 

  

  
 

  

  
 

  

  
 

 

من حل المعادلة الاولى    u=aنجد 
  

  
 

  

  
 الذي ٌساوي  

           

    أي ان 
 

 
 

 

 
 

من حل المعادلة الثانٌة v=bنجد 
  

  
 

  

  
 الذي ٌساوي 

           

 

    أي ان 
 

 
 

 

 
 

    عندئذ ٌكون حل المعادلة الاصلٌة  

 

 
 

 

 
  (

 

 
 

 

 
) 

 دالة اختٌارٌة ٌكون    حٌث 

 (
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
)     

 دالة اختٌارٌة     حٌث 

 

(   ) معادلات من الصٌؽة  1-1-1    
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(   ) لحل المعادلات من الصٌؽة       نفترض ان     

     

 عندئذ 

  
  

  
      

  

  
    

(   ) وبما ان  (   ) فان       وعلٌة فان    

 

(   ) و الحل الكامل للمعادلة    هو    

(   ) بحٌث ان                

 

  مثال:

 حل المعادلة 

        

 :الحل 

 

  

 (   )            اي ان        

 

 نفترض ان 

           

 

(   ) وٌحممان المعادلة   a,bبما ان    فان    
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 وعلٌة ٌكون الحل الكامل للمعادلة الاصلٌة هو           لذا فان  

     (    )
 
     

 

 ثابتان اختٌارٌان   a,cحٌث 

 

 

 

 

 

 

 

 

الث   صل الث 
 الف 
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ة  )) لي 
اض  ف  ات  المعادلات  الت  ف  ت  طي 

ت 

ة   ي  ز ئ   ((الج 

 

 

 

 

 

 

 

 

 التفاضلٌة الجزئٌة المعادلاتتطبٌمات 

 الممدمة 3-1

خلال سنوات الاخٌرة  ازدادت اهمٌة دراسة المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة لدورها فً حل العدٌد 

من المسائل المختلفة وفً مختلؾ المجالات فمعظم الظواهر الفٌزٌائٌة سواء كانت فً حمل 

سرٌان الموائع الكهربائٌات البصرٌات او سرٌان الحرارة  ٌمكن توصؾ بصورة عامة  

الحمٌمة ان معظم فٌزٌاء الرٌاضٌة هً معادلات تفاضلٌة جزئٌة   وفً لٌة جزئٌة بمعادلات تفاض
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وعلى رؼم تبسٌطات تحول معادلات لٌد الدرس الى معادلات تفاضلٌة اعتٌادٌة الا ان الوصؾ 

الكامل لهذا المنومات ٌمع ضمن المجال العام للمعادلات التفاضلٌة الجزئٌة تستخدم المعادلات 

 اده فً مسائل التطبٌمٌة التالٌة التفاضلٌة ع

ٌتضمن هذا الفصل اهم تطبٌمات حول المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة لمعادلة الموجة وجرٌان 

 الحرارة خلال الاجسام مع بعض الامثلة التطبٌمٌة 

 معادلة الموجة  1-1-1

   

   
     

   

   
 

 احادٌة البعد

   
   

   
 

   

   
 [

 

  
] 
   

   
 

 ثنائٌة البعد 

 معادلة سرٌان الحرارة  3-1-1

 
 
 

   
 [

 

 
]  

  

  
 

 احادٌة البعد

   
  

   
 

   

   
 [

 

 
] 
  

  
 

 ثنائٌة البعد

 معادلة لابلاس 3-1-3

𝛁
 
  

   

   
 

   

   
   

 معادلة ٌوسوان   4-1-3
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𝛁
 
  

   

   
 

   

   
  ( ) 

 

 معادلة البث 5-1-3

 
  

  
    

  

  
 

 
 

 
  

  

  
 

 هو معامل الحث   lهو التٌار و  iهو الجهد و   vحٌث ان 

 

  [9]استخدام المعادلات التفاضلٌة فً المسائل التطبٌمٌة3-1

 -:تستخدم المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة عاده فً المسائل التطبٌمٌة التالٌة

 معادلة الموجة /1

  -:تطبٌك

مثبت من طرفٌه. إذا أزٌح الخٌط من نمطتٌن لأسفل واعلً لمسافتٌن متساوٌٌن من  L خٌط طوله

نمطتٌن علً بعد متساوي من الطرفٌن كما فً الشكل إستنتج تعبٌر عن إزاحة الخٌط عند أي 

 .واثبت أن الإزاحة صفر عند نمطه المنتصؾ t زمن

  الحل :

  (1)..………………تحمك المعادلة ه عند أي نمط
 

 
 

   
    

   

   
 

 y(x,t)الازاحة 

 والشروط الحدٌة 

 (   )                (   )      ( ) 
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[
  

  
]
   

   ( ) 

 

 معادلة `B`C`Aٌكون الخٌط هو مبٌن بالشكل    t=0بالً  الشروط عنده 

 OB` ًه 

 

 

 هً  `B`Cمعادلة 

  
  

 
  

  هً  `c`Aمعادلة 

 

   

  
 
 

 
  (  )

 
 

 
  
 

  

  
  

 
(    ) 
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 وعلٌة ٌكون 

 (   )   

  

 

[
 
 
 
 
              

 

 

(    )   
 

 
    

 

 
 

(   ) 
 

 
      

      ( ) 

 

 ( هً 3( و )2( تحت الشروط الحدٌة )1حل المعادلة )

 (   )  
  

 
∑       (

 

   

     )    (
   

 
 ) 

 (   )  ∑     (
  

 
 )   

 متسلسة فورٌة تحصل على باستخدام 

    
 

 

{
 
 

 
 

∫    (
  

 
 )   

 
 

 
 

  

 ∫(    )    (
  

 
 )   
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 ∫(   )    (
  

 
 )     (

  

 
)

 

  
 

  

 نلاحظ ان 

∫    (  )    
 

 
    (  )  

 

  
   (  ) 

∫(    )    (  )          

  
 

 
(    )    (  )  

 

  
   (  )  

∫(   )    (  )    
 

 
(   )    (  )  

 

  
    (  )  

 وعلً ذلن فان 

  

  
    {

  

    
   (

   

 
)  

 

  
    (

   

 
)}

 

 
 

 

 

{ 
   

    
   (

   

 
)  

 

  
(    )    (

   

 
)}

 
 

  
 

   

 { 
  

    
   (

    

 
)  

 

  
(   )    (

   

 
)}

  
 

 
 

    

 
  

    
{   (

  

 
)      (

   

 
)      (

  

 
)     (

   

 
)}   

 

  
[
 

 
(
  

 
)  

 

 
   (   )  

 

 
   (

  

 
)  

 

 
   (

   

 
)] 
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(   (

  

 
)     (

   

 
)    (

  

 
)) 

 
   

    
   (

  

 
) [  (  ) ] 

   [
   

    
   (

  

 
)   

                

     

  (   )  ∑
   

   
   (

  

 
)    (

  

 
 )    (

   

 
 )

     

  

                

 (   )  ∑
  

    
   (

   

 
)    (

   

 
  )    

     

 

 

   

 

  بوضع 
 

 
 نجد ان   

 (   )     (
 

 
   )     

  جرٌان الحرارة خلال جسم فً الفراغ  /1

ن أفضل مثال لتكوٌن المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة هو فً تصور جرٌان الحرارة خلال جسم ا

 :فً الفراغ كما ٌوضح ذلن الشكل أدناه وٌجب الأخذ بعٌن الاعتبار الحمائك التالٌة
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  .إن جرٌان الحرارة ٌحدث باتجاه تنالص الحرارة.1

معدل جرٌان الحرارة خلال مساحة معٌنة ٌتناسب مع إنحدار الحرارة بالدرجات لوحدة 2. 

  .المساحة وفً اتجاه عمودي علً تلن المساحة

درجة كمٌه الحرارة المكتسبة من لبل النظام المفمود من الجسم تتناسب مع كتله الجسم .3

 .الحرارة

ٌسمً الحرارة النوعٌة (k) ٌسمً بمعامل التوصل الحراري( 2إن ثابت التناسب فً نمطه )

   c) )للمادة

الشكل أعلاه وآلات تؽٌر الظروؾ الحرارٌة فً ممطع محدد من معدن موصل للحرارة كما فً 

 الممطع هو كتله ؽٌرت فان( pلوحده الحجم أو ا ٌعرؾ فٌزٌائٌا بالكثافة ) نإذا كانت كتله المعد
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               ( ) 

هً التؽٌر بدرجه  Δهً درجه الحرارة عند أي زمن و إذا كانت ݐ t ومن جهة أخري إذا كانت

فإن كمٌه الحراره  Δθ الذي ٌحدث خلال ممطع فً فتره زمنٌه معٌنه محدده هً ةالحرار

 : هً ةالزمنٌ ةه فً الممطع عن الفترظالمحفو

               (        )     ( ) 

 أما معدل الحرارة التً ٌكتسبها النظام هً

  
  

  
         

  .ً الجسمف المتجمعة أو المتراكمة الحرارة أٌضا تسمً التً الزمن هو  حٌث إن 

 -: تاتً من مصدرٌن هما Δtإن الحرارة التً تتولد نتٌجة التؽٌر فً ݐ

 -:المصدر الأول 

خلال الجسم بواسطة وسائل كهربائٌة أو كٌمٌائٌة لحظٌة عند معدل معلوم  ٌمكن تولٌد الحرارة

 مثل

 :وان المعدل الذي تصل فٌه الحرارة إلً الممطع من هذا المصدر سٌكون(       ) 

 

 

 (       )               

 المصدر الثانً :

  خلال أوجه الممطع المختلفة هو الحرارة المكتسبة من انتمال الحرارة المفترد
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إن الصٌؽة العامة لانتمال الحرارة بالتوصٌل خلال مساحه معٌنه ٌمكن الحصول علٌها من  .

 :المعادلة التالٌة

    
  

  
     ( ) 

  (    ) وعلً هذا الأساس فإن كمٌه الحرارة المنتملة خلال الممطع

 هً ولذا فإن صافً التدفك الحراري

      
  

  
|
 
  

     وخلال نهاٌة الممطع 

 |هً 

       
  

  
|
    

 

 ولذا فان الصافً التدفك الحراري 

       
  

  
|
 

    [       
  

  
|
    

  

       
  

  
|
 

       [
  

  
]
    

 
  

  
|
 
   ( )    

السالبة تعنً أن التدفك الحراري ٌحدث باتجاه نمصان درجه الحرارة وٌمكن تكوٌن  إن الاشاره

 zو y معادلات تفاضلٌة بنفس الحالة فً اتجاهٌن
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|
 

   [      
  

  
]
    

  

      [
  

  
|
    

       
  

  
|
 

]    ( ) 

 :ه النهاٌة علً الصورة التالٌةٌكون التدفك الحراري بصٌؽت z وفً اتجاه

        
  

  
|
 
   [        

  

  
|
 
]

      [
  

  
|
    

        
  

  
|
 
]    (  ) 

 )الخارج = المتراكم -وبموجب لانون حفظ الكتلة الطالة فإن ) الدخل 

 ( in-out =Accnmulation )  نجد ان 

 .المتراكم الحراري = + الحرارة المتولدة فً الممطع صافً تدفك الحرارة فً ممطع الجسم

 :بالتعوٌض عن كل صٌؽه بما ٌساوٌها من المعادلات أعلاه ٌنتج أن

     [
  

  
|
     

   
  

  
|
 
]       [

  

  
|
     

 
  

  
|
 

]

      [ 
  

  
|
    

 
  

  
|
 
]   (       )

        
  

  
   (  ) 

إي كمٌه الحرارة المتولدة من الجسم وستصبح   سٌتم ٌؽٌره إلً (       ) إن الرمز 

 :بالشكل التالً∆  z∆y ∆x)بعد لسمه جمٌع الحدود علً الممدار 11المعادلة )

 [

  
  

|
    

 
  
  

|
 

   
 

  
  

|
     

 
  
  

|
 

  
 

  
  

|
     

 
  
  

|
 

  
]    

   
  

  
  (  ) 
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 من الصفر ومن تعرٌؾ المشتمة نستنتج ان عندما تمترب كل          النهاٌات  وباخذ

 [
   

   
 

   

   
 

   

   
]       

  

  
    (  ) 

 

 نحصل علً k بمسمة طرفً المعادلة علً الثابتو

 

   

   
 

   

   
 

   

   
 

  

 
 

   

   
     (  ) 

 حٌث ان 

α  
 

  
 

المعادلة العامة لانتمال الحرارة ( 14أو بما ٌعرؾ بمعامل الانتشار الحراري. وتمثل المعادلة )

 .فً الأجسام المستوٌة الثلاثٌة الإبعاد
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