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     الاهداء                                       
ً وأنا لها وإن أبت                             من قال أنا لها "نالها"                                   عنها" رغما

  
 الرحلة قصيرةوالختام لم تكن البدء حمد الله حبا وشكرا وامتنانا على ال

الطريق محفوفا بالتسهيلات، لكنني فعلتها، فالحمد Ϳ الذي يسر  ولا
  البدايات وبلغنا النهايات

  بفضله وكرمه  
بطموح وانتهت بنجاح  ابتدأتأولا ، الطموحةأهدي هذا النجاح لنفسي 

ثم إلى كل من سعى معي لإتمام مسيرتي وطريقي للنجاح ... (عائلتي)  
  له ... لا عمرالداعم الأول والأخير دمتم لي سندا 

ولكنني قد تمكنت من النهوض في  كثيرًا ما تعثرت وسقطت،    
،شكرًا لأبي الذي نزع  لي  وذلك بفضل أعظم الأشخاص النهاية،

شكرًا الى حبيبتي صاحبه القلب الحنون  طريق النجاح،،الشوك من 
،أمي التي كان دعائها السراج المنير  العظيمة الإنسانة،رفيقه روحي 

  في حياتي 
كثيرا ليفخروا  اللحظةهذه  وانتظرواوالى الشموع التي تنير لي طريقي 

  بي كما أفخر بهم وبوجودهم (أخواني وأخواتي ) 
              

   سأسعى دائما لتحقيق مايجعلكم فخورين بي**             
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  الشكر والعرفان  
يسرني أن أوجه شكري لكل من نصحني وأرشدني ووجهني    

وساهم معي في إعداد هذا البحث بإيصالي للمراجع والمصادر 
وجه الخصوص وأشكر على  المطلوبة في أي مرحلة من مراحله،

مساندتي وإرشادي بالنصح على  )( حيدر فيصل أستاذي الفاضل
وأكماله على أتم  والتصحيح وعلى اختيار العنوان والموضوع

  وجه       
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 38 المصادر
  

  الخلاصة
على المفاهيم الأساسية للأعداد المركبة  في هذا البحث تمت الدراسة       

خصائص الدوال المشابهة للدوال الحقيقية الأولية  وتم التطرق الى بعض
والدالة اللوغاريتمية والدوال المثلثية  الاسية (الأساسية) مثل الدالة

 المركبة التي تختلف عن تلك لمثيلاتها الحقيقية  والزائدية  والدوال
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     المقدمة
تساعد على اثبات نظريات  ،فنتائجه التحليل المركب واحد من اكثر فروع الرياضيات نجاحاً وتشويقاً 

وتعتمد الكثير من الطرق الفعالة   للرياضيات وتفتح آفاقاً لعدة مفاهيم في مجالات أخرىمهمه 
  يعطي كما الأخرى في نظريات الدوال المركبة المستخدمة في تطبيقات الرياضيات في الهندسة والعلوم

تطبيقاته وجمعه بين المفاهيم الهندسية   التحليل المركب مقدمه ممتازة للرياضيات المعاصرة بسبب سعة
والتحليلية ويسر الكثير من نتائجه تعد التطورات الحديثة في نظرية الدالة المركبة ونظرية المتغيرات 

  .من مجالات الهندسة  المركبة بإعطاء تطبيقات مفيدة في كثير
يد العالم الرياضي   علىالميلادي أبُتدأ ظهور اللوغاريتمات لأول مرة في القرن السابع عشر 

( تسهيل العمليات الحسابية الطويلة) التي  بهدف الاسكتلندي جون نيبِير. وقد ابتكر نيبِير هذا المفهوم 
  كانت مطلوبة في علم الفلك والعلوم الرياضية الأخرى
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  الفصل الأول
                              

        the complex numberالعدد المركب               
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 [4]مقدمه 1.1
بسبب نمو وتعقد الحياة الانسانية مع تطور الحضارة فقد احتاج الانسان في كل مرحله الى نظام اعداد  

  يلبي متطلباته الحياتية لقد شهد تطور العدد المركب لعدة مراحل يمكن تلخيصها في النقاط الاتية: 
  ܼنشر جيرولاما كاردامو كتابة الفن العظيم مع حل المعادلة  1545في عامଷ + ܼଶܽଶ +

Zܽଵ+ܽ଴ = 0  
 اظهر رافائيل بومبيلي في كتابة "الجبر" ان  1572في عام، 
  0،قدم  ليونهارد اويلر صيغته لحل1732في عام = 1 − cos،والتي  ௡ݔ ѳ√−1 sin ѳ   

 =i 1−√وهو اول من استخدم الرمز 
  كارل فريدريك غاوس ،انتج تمثيل هندسي واضح ل 1831في عام ،x+yi  

  
خلال هذه  من  ) ) ويلاحظ i3+39) ،( 0.8- 2.2i - 2 + iπ) ،(√2 + i/2ومن الأمثلة عليها ما يلي: 

فإنّ كلاً من الأعداد   الأمثلة أنّ أي جزء من أجزاء الأعداد المركبة قد يساوي القيمة صفر، وبالتالي
ً أعداد مركبة؛ حيث إن الأعداد  الحقيقة هي أعداد مركبة فيها  الحقيقية، والأعداد التخيلية هي أيضا

هي أعداد مركبة فيها الجزء الحقيقي  الجزء التخيلي يساوي صفر، وفي المقابل فإن الأعداد التخيلية 
  صفريساوي 

  
   complex number  [4]العدد المركب  2.1
ويمكن   ,ارقام حقيقيه  x ,y حيث    z=(x ,y)يمكن تعريف العدد المركب على انه ازواج مرتبة       

  تشكيلها على النحو التالي:
    ݅ଶ = −1             ݅ = √−1      ݅ଷୀି√ିଵ            ݅ସ = 1        

  يسمى الجزء التخيلي : yيسمى الجزء الحقيقي و  xحيث 
Re(z)             x=                                   y= I m (z)  
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  اعداد صحيحه فان :a ,bليكن    1.1مثال 
(a,0)=a+i0=a                    عدد حقيقي تام                                                   

           (0,a)=0+ia=ia      عدد خيالي تام  
    (a ,b)=a+ ib                    عدد مركب 
 

:خصائص الأعداد المركبة   √على الصورة  zعدد مركب نعرف معيار أو مقياس العدد  z = a + ibليكن        ١-٣ 
|z|=a2+b2 

 في المستوي   )0,0المسافة بين العدد ونقطه الأصل ( إلا أن معيار العدد المركب ماهورى ن وهندسيا ً
ً  ،z = a − ibعلى الصورة   zمرافق العدد المركب  ܼ̅ أيضا   zنتحصل عليه بانعكاس العدد  وهندسيا

 كما أننا نستطيع ومن خلال التعريفات السابقة أن نستنتج ،|z| = |z|لاحظ أن  .حول المحور السيني
 .z, w ∈ Cالعلاقة التالية لكل 

 
1) z + w = z + w    
2) z ∗ w = z ∗ w  
3) |z∗w| = |z|∗|w|  
4) Re(z) ≤ |z|  
5) Im(z)≤|z|  
6) Re(z)= z+z 2  
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  [4]اصل الاعداد المركبة  4-1
ଶܲܽ  متعددة الحدود بصيغتها العامة       + ݌ܾ + ܿ   يمكن حلها بواساطة الحل العام :0

ܲ = −ܾ ± √ܾଶ − 4ܽܿ
2ܽ  

  فاذا اعدنا صياغة المعادلة العامة لتصبح  بالشكل :
ܲଶ + 2ܾܲ + ଶ = 0       ،a=1  

ܲفان الحل العام سيصبح بالشكل التالي          = −ܾ ± √ܾଶ − ܿଶ    
  مخطط أرغند 5-1

  
) مكونا بذلك متجهة على a,ௗbيمكن أن يمثل عدد عقدي على شكل زوج من الأعداد الحقيقية (       

" هو Im" هو محور الأعداد الحقيقية، "Reمخطط يسمى مخطط أرغند، ممثلا المستوى العقدي. "
  .i2 = −1هو الوحدة التخيلية والتي تحقق  iمحور الأعداد التخيليه، و 
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  اواليمين) يوضح الاحتمالات الثلاث لازاحة الى اليسار ١-١شكل (

  
  
  
  
                 
  
  
  
  

 if b=c then ଵܲ = ଶܲ = −ܾ    &   ܾଶ − ܿଶ = 0 

 if b>c then  ଵܲ ≠ ଶܲ&  ܾଶ − ܿଶ > 0 
 

 if b<c  then ଵܲ ≠ ଶܲ&  ܾଶ − ܿଶ < 0 
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    العمليات على الأعداد المركبة 6-1
  

    Addition Lowقانون الجمع   1.6.1
    )( ૛ ࢟ +  ૚ ࢟) ࢏ + ( ૛ ࢞ +  ૚ ࢞) = ( ૛ ࢟ ࢏ +  ૛ ࢞) + ( ૚ ࢟ ࢏ +  ૚ ࢞) =  ૛ ࢆ +  ૚ ࢆ

  Subtraction Lowقانون الطرح    2.6.1
  )( ૛ ࢟ −  ૚ ࢟) ࢏ + ( ૛ ࢞ −  ૚ ࢞) = ( ૛ ࢟ ࢏ +  ૛ ࢞) − ( ૚ ࢟ ࢏ +  ૚ ࢞) =  ૛ ࢆ −  ૚ ࢆ

    
  ,z1+z2 z1_z2جد   z1=3+7i ,z2=5_6i  ليكن.مثال :

  
૚ࢠ  الحل :. + ૛ࢠ = (૜ + ૠ࢏) + (૞ − ૟࢏) = (૜ + ૞) + ૠ)࢏ − ૟) = ૡ + ࢏ = (ૡ, ૚) 

૛ܢ_૚ܢ                                                        = (૜ + ૠܑ)_(૞_૟ܑ) = (૜_૞) + ܑ(ૠ +૟) =  −૛ + ૚૜ܑ = (− , ૚૜)                                                 
 

    Complex Conjugateالمركب   العدد المرافق 7.1  -
z=a+bi   مرافقهz=a-bi  

  
جزءا    الأصلي غير أن لههو عدد مركب له نفس الجزء الحقيقي للعدد المرافق المركب لعدد مركب  

 الأشارةحيث   ومختلفا عنه من المطلقة القيمةتخيليا مساويا للجزء التخيلي للعدد الأصلي من حيث 
  : حيث

في المستوي المركب. يحدد مرافق عدد مركب ما من خلال التماثل حول محور الأعداد  z̅ومرافقه  zرسم بياني يبين      
  الحقيقية
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   properties of the conjugate         العدد المرافق خصائص  8.1

1. Z=0→  ത=0ࢠ
࢞))=ഥࢠ .2 + ଙ࢟)തതതതതതതതതതത =   ࢟࢏_࢞

ഥࢠ .3       =  ࢠ
4. ଙഥ=-I and _ଙ̅ =    ࢏
 ഥ=-z if z is pure Imagenaryࢠ  .5
തࢠ. 6 =        ࢒ࢇࢋࡾ ࢋ࢛࢘࢖ ࢙࢏ ࢌ࢏ ࢠ
7. Zࢠത = ૛࢞ +   ૛࢟
8. Z+ࢆഥ=2Re(Z)=2x 
9. Z_ࢠത = ૛2=(ࢆ)࢓࢏࢒iy 
10.  a. ࢠ૚ +   ૛തതതࢠ+૚തതതࢠ=૛തതതതതതതതതതࢠ
       b. ࢠ૚ି ࢆ૛തതതതതതതത = ૚തതതࢠ −  ૛തതതࢠ
       c. ࢠ૚ࢆ૛തതതതതത =  ૛തതതࢠ ૚തതതࢠ 
       d.(ࢠ૚

૛ࢠ
ഥ) = ቀࢠ૚തതത

૛ ቁࢠ , ૛തതതࢠ ≠ ૙  
......................................................  

                          
૛ࢠ ૚ࢠ             قانون الضرب  = ૚࢞) + ૛࢞)(૚࢟࢏ +  (૛࢟࢏

૛࢞૚࢞=          + ૚࢟૛࢞࢏ + ૛࢟૚࢞࢏ −  ૛࢟૚࢟
૛࢞૚࢞=          − ૛࢟૚࢟ + ૚࢟૛࢞)࢏ +  (૛࢟૚࢞

૛ࢠ૚ࢠ       = ૛࢞૚࢞) − ,૛࢟૚࢟ ૚࢟૛࢞ +         ૛࢟૚࢞
                                                         

    :.   مثال
૚ܢليكن  = ૜ + ૠܑ ܢو૛ = ૞ − ૟ܑ  ܢجد૚ܢ૛  ܢ૚ܢ૛=(3+7i)(5-6i)                     

  
=( 3 × 5-7×(-6)+i(3×(-6)+5 ×7)       

  
=(15+42)+i(-18+35)                   

  
                          57+17i          =  
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 ملاحظة

 اذا كان لدينا عدد مركب مضروب في مرافقه نستخدم  عمليه الضرب تكون 
  ²+(الحقيقي)²(التخيلي)

  مثال:.
(1+2i)(1_2i)=(1)²+(2)² 

=1+4 
=5  

    التمثيل الهندسي للعدد المركب  1.5
وهو يمثل   ) حيث يسمى المحور الحقيقي x,yبالنقطه ()يمكن تمثيله هندسيا   x+yiالعدد المركب (    

وهو يمثل الجزء   فيسمى المحور التخيلي  )y-axisالجزء الحقيقي للعدد المركب ،أما المحور (
  التخيلي للعدد المركب ،

 ويمكن تمثيل بعض العمليات التي تجري على الأعداد المركبة تمثيلا هندسيا وتسمى الأشكال     
بأشكال (ارجاند) ويسمى المستوي الذي يحتويها بالمستوى المركب وسترمز لها بالرمز  ةالناتج

p(x,y)  

                                                                    
  فأن :. p2(x2,y2), ،p1(x1,y1)عددان مركبان ممثلان بالنقطتين   z1=x1+y1i ،z2=x2+y2iاذا كان  

Z1+Z2=(x1+x2)+(y1+y2)i  
وذلك باستخدام المعلومات المتعلقة بالمتجهات  p3=(x1+x2,y1+y2)بالنقطة   z1+z2ويمكن تمثيل 

  وكما موضح بالشكل :.
    اسهم  .… op1+op2=op3اي ان 
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  مثل العمليات الأتيه هندسيا في شكل (ارجاند)مثال :.

(5+2i)+(3+4i)  
 ଵ=3+4 … p1(3,4)ݖ
     ଶ=5+2i...p2(5,2)ݖ

ଵݖ +  ଶ=(3+4i)+(5+2i)ݖ
  ଷ =(8+6i)…p3(8,6)ݖ= ଶݖ+1
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   (2-5i)-(2i-6)هندسيا في شكل ارجاند  ةمثل العمليات الاتيمثال:. 

      (2+5i-)+(6-2i)=(ଶݖ-)+ଵݖ 
                            

   ଵ=6-2i …p1(6,-2)ݖ
                                         

     ଶ=2-5i…p2(-2,5)ݖ
                                        

  
              

         
    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
    
  

  التمثيل القطبي للعدد المركب
  

 polar Representation[1]التمثيل القطبي     10.1
في المستوي المركب وفي هذا الجزء سوف نستخدم  يمكن ان تمثل بمتجهات وجدنا ان الاعداد المركبة

  وزوايا ميل المتجه في المستوي المركب ستقيم الموجهة لحساب خواص الطول فكرة قطعة الخط الم
  لندرس المتجه غير الصفري :
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   : سباستخدام نظرية فيثاغور  zنستطيع حساب طول المتجه 

r=ඥXଶ + yଶ  
  ويرمز له بالرمز:    zنسمي هذا الطول بمقياس العدد المركب 

|z| = ඥXଶ + yଶ 
| z|൒ Re(z)     ,      |z|൒ im(z)  

  
وعندما نتعامل مع   Arg zويرمز لها بالزمر   ( argument)لازاحة الزاوّية تسمى القيمة الاساسية ا

(argument) من المتعارف عليه ان نستخدم الرمز  . arg z   2 مع اغفال مضاعفاتπ  
  على زاوية معينة  ةعدد صحيح ثابت للدلال  kحيث     Arg z + 2πkة ونستخدم العبار

  نلاحظ ان :  z=x+iyوبالرجوع الى المتجه الأصلي حيث :
x = rcos θ = |z| cos arg(z) 

 
y = rsin θ = |z| sin arg(z) 

z=x+iy=r(cos θ       وبالتالي : + isinθ)  
 i-1اوجد التمثيل القطبي للعدد .  1.3مثال   

  الحل : سيكون الحل موضح بالشكل التالي..
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 (4-1)كما في الشكل     zويسمى هذا التمثيل القطبي للعدد المركب                        
  هي: i-1ه للعدد الزاوية الاساسية بينما 

Arg (1-i) =ି஠
ସ     

  غير وحيدة التحديد ،اذن زاوية الميل هي :  والزاوية القطبية
Arg (1-i)= ି஠

ସ +2πk  
  فإن التمثيل القطبي للعدد المركب هو : أي عدد صحيح ،وبالتالي kحيث 

1-i=√2[cos ( ି ஠
ସ +2πk) + isin(ି஠

ସ +2πk)] 
له تفسير هندسي مشوق فمثلاً عندما نكتب كلارمن العددين بشكله القطبي  z،wضرب عددين مركبين 

θلنفترض ان  = arg z     و∅ = arg w   وعند كتابةz وw :بالتمثيل القطبي  
Z=|z|(cosθ + isinθ)  

W=|w|(con∅ + isin∅)  
∅cos)فأن + isin∅) (cosθ + isinθ) Z •W=|z| |w|  

  وباصافة العلاقة المثلثية  التالية :.
Z W =|z||w|[cos(θ + ∅) + isin( θ + ∅).         (1)  
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cos(θ                                 1=وبما ان: + ∅) + isin( θ + ∅)| |  
  أن :  (1)فإننا نجد من معادلة 

|ZW|=|z||w|          (2) 
Arg zw=arg z+arg w  
 wوالمتجه  zهو ناتج ضرب كل من طول المتجه  zwوبالتالي فان طول المتجه 

  .wومتجه  zهو مجموع الزاويتين لكم من متجه  zwكما ان الزاويه القطبيه للمتجه 
  ) تقدم لنا تفسيراً فحواه :3فان المعادلة (2π   الزوايه تحب دون اغفال مضاعفات  وبما ان

) فإنه توجد قيمه للحد الثالث تكون فيه المساواة صحيحه 3اعطينا قيمه معينه لاي من الحدود في ( اذا
  (3)في 

  متشابهان w  zw  0و    z 1 0وعليه فإن المثلثين 
 

 
  يوضح البناء الهندسي للضرب (5-1)الشكل                                   
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  المعادله  التاليه يوصلنا قسمة عددين مركبين الى 

wحيث  ≠ 0  ୸
୵ = ୸ ୵ഥ

୵୵ഥ = |୸|(ୡ୭ୱ஘ା୧ୱ୧୬஘)|୵ഥ |(ୡ୭ୱ∅ି୧ୱ୧୬∅)
|୵|మ 

  حيث 
|wഥ | = |w| :وبوساطة صيغ الجمع المثلثية نحصل على 

Z
W = |z|

|w| [cos(θ − ∅) + isin(θ − ∅)] 

  ومنه :
୞
୛ = |୸|

|୵|            (4).             
  )arg(z/w)=arg z -arg w              )5و 

  )3معادلة ( ) تخضع لنفس التفسير الموجود في5( المعادلة
  الضرب:

zw = |z||w|[cos൫θ + ∅൯ +  isin(θ + ∅) 
θحيث تؤدي  = argz   و∅ = arg w   الى نتيجه شيقه عندما تكون z=w  فعندماθ = ∅  

cos(2θ)]فإن: + isin(2θ)]   |z|ଶ=Zଶ  
wبوضع  = zଶ   : نجد ان  

Z(zଶ) = |z||z|ଶ[cos(θ + 2θ) + isin(θ + 2θ)] 
  او 

Zଷ = |z|ଷ[cos(3θ) + isin(3θ)] 
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  حيث ان :
Z = |z|൫cosθ + isinθ൯ 

  فقد اثبتنا ان:

൫Cosθ + isonθ൯ଶ = cos(2θ) + isin(2θ) 
  وان:

൫۱ܛܗી + ܗܛܑ ൯૜ = (૜ી)ܛܗ܋ +  (૜ી)ܖܑܛܑ
) التي سميت   De mover’s theorem،نحصل على نظرية ديموافر (ة وبالاستمرار بهذه الطريق

  م):١٧٥٤-١٦٦٧أبراهام ديموافر ( الرياضي الفرنسي      على شرف العالم
൫Cosθ + isonθ൯୬ = cos(nθ) + isin(nθ) 

  عدد طبيعي موجب،ولنظرية ديموافر العديد من التطبيقات المفيده في عصر اليوم  nحيث ان 
   

                     
    )De Moivre ldentityديموفر ( ةريظن11.1   

  انطلاقا من النظريه السابقه فيمكننا الوصول الى متطابقه دي موفر وكالتالي 
 

(2ݖ1ݖ) ݃ݎܽ = (1ݖ)݃ݎܽ + (2ݖ)݃ݎܽ = 1ߠ + 2ߠ … … .1  
                               → ,1ݖ)݃ݎܽ ,2ݖ (3ݖ = 1ߠ + 2ߠ +    3ߠ

  اذا افترضنا ان
ܼ1 = ܼ2 = ܼ3 = ⋯ . = ܼ݊ = ܼ 

 
ߠcosn ،،  متطابقه دي موفر + →  = ߠ݊݅ݏ݅ (cosθ + isinθ) ௡   
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(2ݖ1ݖ)݃ݎܽ = (1ݖ)݃ݎܣ + (2ݖ)݃ݎܣ = 1ߠ + 2ߠ +  ݇ߨ2
  

  z1z2الزاويه ل،جد z2=iو z=-1اذا علمت ان مثال :.
Arg(Z1Z2)=Arg=Arg(i× −1) = − గ

ଶ 
Arg(z1)=Arg(-1)=ߨ  

Arg(z2)=Arg(i)=గ
ଶ  

Arg(Z1Z2)=Arg(z1)+Arg(z2)=ߨ + గ
ଶ = ଷగ

ଶ 
  فأننا نحصل على  k=-1لكن عند استخدام 

Arg(z1z2)=ଷగ
ଶ − ߨ2 = − గ

ଶ 
  بين الجيب والتمام ومضاعفاتها على النحو ةدي موفر يمكننا ان نجد العلاق ةباستخدام متطابق

  :التالي  
If n=2                                                                                                                

(cosߠ + 2(ߠ݊݅ݏ݅  =cos2ߠ +   ߠ2݊݅ݏ݅
ݏ݋ܿ ଶߠ − ݊݅ݏ ଶߠ + ߠ݊݅ݏߠݏ݋2݅ܿ = ߠ2ݏ݋ܿ +  ߠ2݊݅ݏ݅

  باستعمال خواص المساواة ،فأننا سنجد ان
Sin2ߠ =   ߠ݊݅ݏߠݏ݋2ܿ

Cos2ߠ = ݏ݋ܿ ଶ ߠ − ݊݅ݏ ଶߠ = 1 − ݊݅ݏ2 ଶߠ = ݏ݋2ܿ ଶߠ − 1  
  

If n=3                                                                                                              
(cosߠ + (ߠ݊݅ݏ݅ ଷ = ߠ3ݏ݋ܿ +   ߠ3݊݅ݏ݅

Cos3ߠ + ߠ3݊݅ݏ݅ +   ߠ3݊݅ݏ݅
Cos3ߠ = ݏ݋4ܿ ଷߠ −  ߠݏ݋3ܿ
Sin3ߠ = ߠ݊݅ݏ3 − ݊݅ݏ4 ଷߠ  

  
If n=4                                                                                                             
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(cosߠ + (ߠ݊݅ݏ݅ ସ = ߠ4ݏ݋ܿ + ݅ݏ݅   ߠ4
Cos4ߠ = ߠଶݏ݋8ܿ − ߠଶݏ݋8ܿ + 1  

Sin4ߠ = 1)ߠݏ݋ܿߠ݊݅ݏ4 −   (ߠଶ݊݅ݏ2
 

  \، تعريف بعض العمليات الرياضية السابقة لإعادة zيمكننا استخدام التمثيل القطبي ل
  او

ଵ
௭= ଵ

௥(௖௢௦ఏା௜௦௜௡ఏ) = ௖௢௦ఏି௜௦௜௡
௥(௖௢௦మఏା௜௦௜ మఏ) = ଵ

௥ ߠݏ݋ܿ] − ݊݅ݏ݅ ]  

૚ࣂ)z1z2=r1r2[cosويمكننا ان نثبت ان : + (૛ࣂ + ૚ࣂ)࢔࢏࢙࢏ +   ࣂ
  

1ݖ
2ݖ = 1ݎ

2ݎ [cos(1ߠ − (2ߠ + 1ߠ)݊݅ݏ݅ −  [(2ߠ
arg(z1 z2)=arg(arg(z1)+arg(z2) 
arg(௭ଵ

௭ଶ) = arg(1ݖ) − arg (2ݖ)  
z=r[cos(ߠ + (ߨ2݇ + ߠ)݊݅ݏ݅ +  [(ߨ2݇

     
                            ** ********************   
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  :. المقدمة
ابُتدأ ظهور اللوغاريتمات لأول مرة في القرن السابع عشر الميلادي على يد العالم الرياضي 
الاسكتلندي جون نيبِير. وقد ابتكر نيبِير هذا المفهوم بهدف تسهيل العمليات الحسابية الطويلة التي كانت 

الرياضيات  هو مصطلح صاغه عالم» لوغاريتم«مطلوبة في علم الفلك والعلوم الرياضية الأخرى
نسبة أو معدل أو » «لوغوس«). في اللغة اليونانية، تعني كلمة ١٥٥٠-١٦١٧الاسكتلندي، جون نيبِير (

 –نسبة «عندما يتم دمج هاتين الكلمتين معاً، فإنهما تعنيان ». عدد«تعني » آريتموس«، وكلمة »كلمة
فيما  الدوال الرياضية هي دالة تتكون من تركيب اثنين أو أكثر من الدالة المركبة»عدد
                                     :بالصيغة التالية تب الدالة المركبةعامة، تك وبطريقة .بينها

f(g(x)) 
هي الدالة الداخلية. توضح الدالة المركبة العلاقة بين الدوال، وتستخدم  g هي الدالة الخارجية و f حيث

التي تتكون من تفاعلات الدوال. على سبيل المثال،  الأنظمة المعقدة في الرياضيات لتحليل وتفسير
ل المسار الذي يسلكه جسم ملقى بحركة خاضعة لقوى الجاذبية. في يمكن استخدام الدالة المركبة لتحلي

ف اللوغاريتم ال العملية العكسية للدوال الأسية اللوغاريتم هو أما  .هذه الحالة عدد طبيعي بأنه ويُعرَّ
والذي له تطبيقات كثيرة في الحسابات الهندسية والعلمية وفي  (e) بالنسبة لأساس هو العدد النيبيري

وقد يعمل اللوغاريتمات على تحويل القسمة  الرياضيات البحتة وخاصة في التفاضل والتكامل  
  والضرب الى طرح وجمع، كما وتعمل على تغيير القيمة الناتجة لعدد ما في حالة تواجد لوغاريتم.
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 .اكتب المعادلة هنا
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    limitsالغايات  2.2
଴ݖدالة مركبة معرفة في بعض الجوار من f(z)=U(x,y)+iV(x,y)ليكن        = ଴ݔ +   ଴ݕ݅

଴ݓلها غايه (ليكن f(z)ثم تكون الدالة  = ܷ଴ +   اي  ଴ݖمن   zعندما يقترب   ଴ݒ݅
  

lim௭→௭బ
(ݖ)݂ = ଴ܹ = ܷ଴ +  ଴ݒ݅

lim(௫,௬)→(௫బ,೤బ)   اذا وفقط اذا  ,ݔ)ܷ (ݕ = ܷ଴ ܽ݊݀ lim(௫,௬)→(௫଴,௬଴)) ,ݔ)ܸ (ݕ =   ଴ݒ
  

  ଴ݖوهي قيمة عند الاقتراب من اليمين او اليسار الى النقطة 
  كتابع عكسي للتابع الأسي Rيعرف التابع اللوغاريتمي من حيث الشكل الظاهري كما عرفناه في

  دورية التابع الأسي في ،لأنه: ،ولكن من حيث المضمون ،هناك اختلافا كبيرا بسبب
ݖ∀ ∈ ∁: ݁௭ = ݁௭ାଶ௞  
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 properties of limits    خصائص الغايات  2.2.1
lim௭→௭బوكان  zدوال لf(z)&g(z)اذا كانت  (ݖ)݃ = lim௭→௭బ&ܯ (ݖ)݂ =   فأن  ܮ

1.  lim௭→௭బ
(ݖ)݂] ± [(ݖ)݃ = ܮ +   ܯ

2.  lim௭→ ௭బ 
(ݖ)݂)] × [(ݖ)݃ = ܮ ×    ܯ

3. lim    ௭→௭బ   
௙(௭)
௚(௭)  =    ௅  

ெ                                                                                            
4.    lim      ௭→௭బ

ଵ
௚(௭) = ௅

ெ                                                                                     
  

  .5قاعدة هوسبتال
  

lim௭→௭బ
(ݖ)݂
(ݖ)݃ = lim௭→௭బ

(ݖ)′݂
(ݖ)′݃  ݐݏ݅ݔ݁ ݐ݋݊ ݁ݏ݋݀ ݏݐ݈݅݉݅ ݐݏݎ݂݅ ℎ݁ݐ ݂݅

  
  
  
  
  

                                 **** **********************  
  
  
  

  ليس بالضرورة ان تكون ଴ݖ(଴ݖدالة مركبة معرفة في جوار ما للنقطة f(z)تعريف :. أذا كانت
   

  ଴ݓهي  ଴ݖتقترب من النقطة  zعندما  f(Z).فأننا نقول أن نهاية الدالة f(z))من مجال الدالة 
 

(ݖ)݂ lim௭→௭బ)وبالرموز( =  ) اذا وفقط اذا كان :.଴ݓ
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lim௭→௭బ. اثبت ان مثال : ݖ3 + ݅ = ݅  
ε:. نفرض أن الاثبات  > δمعطى نريد أن نحصل على  0 > 0    

ݖ3|أن  بحيث + ݅_݅| <   δ>|ݖ|عندما   ߝ
  

   من المتباينة       
 

ݖ3| + ݅ − ݅| < ߝ → |ݖ| < ߝ
3 

      
δنجد أن    = ఌ

ଷ    
  

ε∀)ومن هنا نستنتج أنه  > 0, ∃δ = ఌ
ଷ =: |3ܼ + ݅_݅| < |ܼ| when ߝ <   (ߜ

lim௓→௓బوهذا يعني أن  3ܼ + ݅ = ݅  
  
  

    ******************************************************  
  

  ]the complex exponential [4الاس المركب  2.3
  
ان الدوال الكسرية في المتغير الحقيقي تعطي دوال تحليله عندما يستبدل المتغير الحقيقي بمتغير      

، لايعني  هذا انه مثال منفرد للدوال التحليلية في الحقيقة  جميع الدوال الاولية  في حساب   zمركب 
والمثلثية تعطي دوال تحليليه بعد تمديد مناسب  التفاضل والتكامل مثل الدوال الاسية اللوغارتمية

  للمستوى المركب
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  )Cauchy_Riemann Equationsمعادلتي كوشي ريمان (  2.3
   

                                         وتسمى المعادلتين :    
  

                                                    
                           

                     
بالاضافة الى  ، المعادلتينأهميه هاتين وتكمن   ضليتين الجزئيتين لكوشي _ريمانبالمعادلتين التفا  

  ،في14.2.1وكما تنص النظرية    u,vشرط قابلية التفاضل لكل من 
f=(uൊكونهما صفات مميزة لقابلية الاشتقاق للتابع                                                         ݂ (ݒ݅

قابلا للاشتقاق ما لم  يحققا   fأن يكونا جزءا  تخيليا لتابع  vوuوعلى هذا فانه لايمكن لأي تابعين 
  فهما اذن مرتبطان بمعادلتي كوشي _ريمان . 14.2.1شروط النظرية 

  
  (الشرط الضروري): نظرية 

  موجودة في  ଴ݖ)'fوكانت (f(Z)=u(x,y)+iv(x,y)اذا كانت 
଴ା௜ܺ (النقطة బ( ܼ଴ୀ      ݑفان المشتقات الجزئي௫ ݑ௬ ݒ௬ ݒ௫   

  ) وتحقق معادلات كوشي _ريمان التالية :(X0, Y0يجب ان تكون موجودة في النقطة
  
  

൜ ௬ୀି௩ೣݑ௫ୀ௩೤ݑ
ൠ 

  
଴,௬బ൯ݔ௫൫ݑهذه النقطة.كما أن=في  + )ݒ݅ ଴,௬బ))f'( ݖ଴  

  
  )derivateive the(تقة المش   2.3 
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  ان مفهوم المشتقة يعتبر الاداة الاساسية لدراسة الظواهر المتغيرة في الطبيعية .حيث ان 

  ئما رغم ما نلحظه من سكون نسبي .كل شيئ حولنا في حركة دا
   ଴ݖفي النقطة  f(z)،مشتقة الدالة ଴ݖمعرفة في جوار ما للنقطه  f(z)تعريف:لتكن الدالة 
  تعرف على انها  f'(Z)ويرمز لها بالرمز 

                                           lim௭→௭బ = ௙(௭)ି௙(௭బ
௭ି௭బ    

  ଴ݖباعتبار ان هذه النهاية موجودة.في هذه الحاله تسمى الدالة قابلة للتفاضل في النقطة 
  فئه التي تعبر عنكما هو الحال في التحليل الحقيقي فهناك الكثير من الصيغ المتكا ملاحظة:.

   في النقطة ،مثل الصيغة: الدالة مشتقه  
f'(Z)=lim∆௭→଴ ௙(௭బశ∆೥)ି௙(௭బ

∆௭  
  

  الحل :
                                                                                                                                         

  
  قابله للأشتقاق حدد النقاط التي تكون فيها الدالة مثال :.
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  )଴,௬బݔ))موجودة في النقطة      vx  ,Vy ,Uy ,Uxملاحظة:. نلاحظ اذا كانت المشتقات الجزئية    
  هذا لايعني في هذه النقطة فان  uy=-vx    ,  ux=vy    وتحقق معادلات كوشي _ريمان 

  فعلى سبيل المثال الدالة   ଴ୀ௫బା௜௬బݖموجودة حيث  (଴ݖ)'fان تكون  
                                                                    = ቊ(௭)మ

௭ , ݖ ≠ 0
0   , ݖ ≠ 0, )f(Z   

  بالرغم من ان شروط كوشي _ريمان لتحقق في هذه ଴ୀ଴ݖغير قابلة للتفاضل في النقطة   
  (باستخدام التعريف) vx,vy,uy,uxالنقطة (في هذا المثال نجد 

  
ݕݏ݋ܿ)f(Z)=݁௫اذا كانت  مثال:. +   فان شروط  كوشي _ريمان (ݕ݊݅ݏ݅

  
௬ݑ =   تتحقق في جميع النقاط لذلك           x, ux=vyݒ−

  
X,y)= ݁௫(ܿݕݏ݋ +      ivx (f'(z)=ux+(X,y)            (ݕ݊݅ݏ݅

  
  

    f'(z0)=f(z) اي أن     
  

                   
   [4] اللوغاريتم المركب ودوال القوى المركبه ( 2-4) 

    he complex logarithm and complex power factions  
   

بنفس الطريقه التي  Cالى  Rأحادية ،فانه يمكن تعريف معكوسها من   :C→R e^z الدالةبما أن 
 اللوغارتمية ونرمز لها بالرمز: الدالة العكسيةونسمي هذه  قيقيةالح الحالةبها          عرفت 

Log z∶R→C  
 ينتج : حسث ان الاس المركب واللوغاريتم الواحد معكوس للآخر

  Log e^z=z  
 e^logz=z  



 

٣٤  

 
بدلالة بعض الدوال المعروفه وتقف  log zهي الحصول على صيغه للمقدار  المتبقية الوحيدة المهمة

يحتوي على  Rمعرف على سطح ريمان ، وبما ان   طريقنا صعوبات احداها ان اللوغاريتم       في 
ً الا ان لها قيمه واحد هي  C-{0}من صور          عدد لا نهائي  ً حلزونيا  Rمنضدة لتكون درجا

  باستخدام التمثيل القطبي:Rلـ ي يمكننا التمييز بين فروع مختلفةوبالتال
ݖ  =  ௜ ௔௥௚௭݁|ݖ|

  Rفي  z لكل 
ً طبيعة معكوس الدوال اللوغاريتيمية  والدوال الأسية التمثيل القطبي و    طبيعياً    يعطي تعريفا

  المركب :             للوغاريتم
logݖ = log൫|ݖ|݁௜ ୟ୰୥ ௓൯ = (݁୪୭୥ |௭|ା௜ ୟ୰୥ ௭) 

= log  |ݖ| + ݅ argݖ.                              
  هو اللوغاريتم الطبيعي كما في مبادئ التفاضل والتكامل   |log |zحيث 

   
|ݖ|حيث  Rتقع على فرع من فروع    zاذا كانت  > فإن مجموعة النقاط على ذلك الفرع  التي  ߝ

على سطح ريمان،نعمم تعريف الإتصال والاشتقاق  ߝ -يكون الجوار  ߝاقل من  zعن            بعدها
المعرفه على سطح ريمان حيث يعتمد التعريف على سلوك الدالة محلياً فالاتصال        والتحليلية للدوال

،بينما الاشتقاق  zللنقطه  ߝ -في أي جوار wلأي نقطه  f(z)-f(w)لفرق ا          يعتمد فقط على zعند 
  يعتمد فقط على النسبة: zعند 

[f(z)-f(w)]\(z-w)  
  متصلة حيث إن :  log zباستخدام هذه المفاهيم يسهل التحقق من ان 

log ݖ − log ݓ = log|z| + ݅ arg ݖ − log|ݓ| − ݅ arg   ݓ
= [log|ݖ| − log|ݓ|] + ݅[arg − ݖ arg  [ݓ

  دالتان متصلتان  argذلك لان اللوغاريتم الطبيعي والدالة 
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 نظرية
log الدالة  ان ݖ = log|z| − i arg    ݖ

 Rمن z تكون تحليله لجميع النقاط 
  البرهان 

  بما أن :
ݑ = log|ݖ| = 1

2 log(ݔଶ +  (ଶݕ
ݒ = argݖ = tanିଵ(y\x) +  ݊ߨ

  فإن :
௫ݑ = ݔ

ଶݔ + ଶݕ , ௬ݑ = ݕ
ଶݔ + ଶݕ , ௫ݒ = ݕ−

ଶݔ + ଶݕ , ௬ݒ = ݔ
ଶݔ +  ଶݕ

  
 

         log zهلذا فإن ية لان التحليلية خاصية محل Rفي  والمشتقات الجزئية متصلة فمعادلتي كوشي متحققه 
 اللوغاريتم المركب له نفس الخواص المعتاده في اللوغاريتم : Rفي تحليلي 

log ଶݖଵݖ = log ଵݖ + log ଶݖ   
log ଵݖ

ଶݖ
= logݖଵ − log  ଶݖ

ଶݖ  و ଵݖلاحظ اننا افترضنا في هاتين المعادلتين ان  حيث  Rنقطتان من نقاط سطح ريمان    
ݖ = ݁௟௢௚ ௓     لاي نقطةz  منR للتفاضل نحصل على: ةوبتطبيق قاعدة السلسل  

݁௟௢௚ ௭ (݈݃݋ = (ݖ 1 
   أو :

݃݋݈) (ݖ = 1
ݖ         , ݖ ∈ ܴ  

  Rصحيحة على  ةوعليه تكون صيغ التفاضل العادي
نستطيع ان نعمم هذا المفهوم إلى  arg z للزاوية   Arg zالرئيسية ةكما هو موضح في تعريف القيم

المأخوذ على طول الجزء  Rاللوغاريتم باعتبار ان اللوغاريتم دالة عكسيه للداله الاسيه نسمي فرع 
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ߨالذي هو صوره من الشريط غير المنتهي-السالب من المحور الحقيقي  ൑ ݕ < بالفرع الرئيسي   -ߨ
  لللوغاريتم. 

  عندما تكون مأخوذه على الفرع الرئيسي بالرمز : log zونرمز للمقدار 
ݖ ݃݋ܮ = log|z| + i arg  ݖ
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) يوضح القيمة الرئيسية١-٢الشكل (                                
  

عند العمل                     ةموجوده  يجب اخذ الحيط Arg zحيث  Rالرئيسية معرفه فقط على الفرع  ةلاحظ ان القيم
  Log zمع الفرع الرئيسي الى اللوغاريتم  

  : لللوغاريتم قد لايمكن تطبيقها فعلى سبيل المثال ةفالخواص العادي
log ݅ = log|݅| + ݅ arg ݅ =   2/ߨ݅

1−) ݃݋ܮ + ݅) = log | − 1 + ݅| + ݅ Arg|−1 + ݅| 
= log √2 +   4\ߨ3݅

  ولتكن :
1−)݅] ݃݋ܮ + ݅)] = log(−1 − ݅) 
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= log | − 1 − ݅| + ݅ arg(−1 − ݅) 

2√ ݃݋ܮ − (ߨ3)݅
4  

  وعليه:
1−)݅] ݃݋ܮ + ݅)] ≠ log i + log(−1 + ݅) 

  ߨi 2لذلك فإن التعبيرين يختلفان بمضاعفات 
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