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ཱཱིི཰﷽ 
 

نِ  لَّيۡسَ  وَأنَ  يرَُىٰ  سَوۡفَ  سَعيهُ  وَأنََّ ﴾ ٣٩﴿ سَعىَٰ  مَا إِلاَّ  لِلإِۡنسَٰ
  (سورة النجم)  ﴾٤١﴿ لأۡوَۡفىَٰ ٱ لۡجَزَاءَٓ ٱ يجُۡزَىٰهُ  ثمَُّ ﴾ ٤٠﴿

  صدق الله العلي العظيم 
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  اتــالمحتوي
  الصفحة  الموضوع  ت

  ٤    المقدمـــة  )١- ١(
  ٨    ةــفصل الاول /القسم الاول:تاريخ الهندســال  (2-1)

  ١٠  سة الاقليديــــةدالقسم الثاني/الهن  )٣- ١(
  ١١  القسم الثالث:مسلمة التوازي  )٢- ٣- ١(

  ١٥  الفصل الثاني/القسم الاول:للهندسة اللاإقليدية  )١- ٢(
  ١٩  أنواع الهندســـات  )٣- ١- ٢(
  ٢٠  هندســـة المجال الكروي  )٤- ١- ٢(
  ٢٣  لهندســـــة الزائديةا  )٥- ١- ٢(
  ٢٥  هندســـــة التبايــــــن  )٦- ١- ٢(

  ٢٧  القسم الثاني/للهندســة اللاإقليديـة  )٢- ٢(
  ٢٩  القسم الثالث/للهندســة اللاإقليديــة  )٣- ٢(

  ٣١  المراجع  
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 الخلاصــــة :
تѧѧѧاريخ الهندسѧѧѧة فѧѧѧي الحضѧѧѧارات القديمѧѧѧة منهѧѧѧا:  قѧѧѧد تѧѧѧم فѧѧѧي هѧѧѧذا البحѧѧѧث دراسѧѧѧة

الحضѧѧѧѧѧارة المصرية،الحضѧѧѧѧѧارة البابلية،الحضѧѧѧѧѧارة الاغريقية،الحضѧѧѧѧѧارة الفيديѧѧѧѧѧة 
دراسѧѧة بعѧѧѧض أنѧѧواع الهندسـѧѧѧـة فѧѧي الرياضѧѧѧيات   الهنديѧѧة؛كما تѧѧم التطѧѧѧرق الѧѧى
هندسة المجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧال الأقليديــــة،اللاإقليديـــѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧـة، منهѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا الهندســــѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧـة :

  .الكروي،الهندسة الزائدية،هندسة التباين
وقѧѧѧѧѧد تضѧѧѧѧѧمن هѧѧѧѧѧذا البحѧѧѧѧѧث  التعامѧѧѧѧѧل مѧѧѧѧѧع البيانѧѧѧѧѧات غيѧѧѧѧѧر الإقليديѧѧѧѧѧة وتحليѧѧѧѧѧل 

ن فѧѧѧي الآونѧѧѧة مѧѧѧن أهѧѧѧم التحѧѧѧديات التѧѧѧي تواجѧѧѧه البѧѧѧاحثي التѧѧѧي تعتبѧѧѧر خصائصѧѧѧها
  الأخيرة.  تبرز ثلاث مشاكل رئيسية:

المشѧѧѧكلة الأولѧѧѧى: تكمѧѧѧن فѧѧѧي صѧѧѧعوبة تحديѧѧѧد الفѧѧѧارق الجѧѧѧوهري بѧѧѧين الهندسѧѧѧة 
  الإقليدية وغير الإقليدية مع تقديم أمثلة توضيحية.

المشѧѧѧѧكلة الثانيѧѧѧѧة: تتعلѧѧѧѧق بكيفيѧѧѧѧة التعامѧѧѧѧل مѧѧѧѧع البيانѧѧѧѧات غيѧѧѧѧر الإقليديѧѧѧѧة التѧѧѧѧي 
بالإضѧѧѧافة إلѧѧѧى منѧѧѧاطق يصѧѧѧعب الجѧѧѧزم  تتضѧѧѧمن منѧѧѧاطق صѧѧѧحيحة وأخѧѧѧرى خاطئѧѧѧة   فيها.

المشѧѧѧѧكلة الثالثѧѧѧѧة: تتركѧѧѧѧز علѧѧѧѧى استكشѧѧѧѧاف الأنمѧѧѧѧاط المخفيѧѧѧѧة داخѧѧѧѧل مجموعѧѧѧѧات 
  .البيانات غير الإقليدية
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  المقدمـــــــة : )١-١(
، كلمѧѧѧѧѧѧة مشѧѧѧѧѧѧتقة مѧѧѧѧѧѧن الكلمѧѧѧѧѧѧة الإغريقيѧѧѧѧѧѧة القديمѧѧѧѧѧѧة geometryالهندسѧѧѧѧѧѧة الرياضѧѧѧѧѧѧية 

وتعنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي (الأرض)، و  geoوتنقسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧم إلѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧى   )γεωμετρία(بالإغريقيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة: 
metron اتѧѧѧѧرتبط بالعلاقѧѧѧѧة المѧѧѧѧال المعرفѧѧѧѧفها مجѧѧѧѧرت بوصѧѧѧѧد ظهѧѧѧѧوق .(اتѧѧѧѧقياس) يѧѧѧѧوتعن

المكانيѧѧѧѧة. وكانѧѧѧѧت الهندسѧѧѧѧة إحѧѧѧѧدى مجѧѧѧѧالي الرياضѧѧѧѧيات الأوليѧѧѧѧة، والآخѧѧѧѧر هѧѧѧѧو المتعلѧѧѧѧق 
  بدراسة الأرقام (العمليات الحسابية).

لهندسѧѧѧѧѧة ركѧѧѧѧѧزت الهندسѧѧѧѧѧة الكلاسѧѧѧѧѧيكية علѧѧѧѧѧى البوصѧѧѧѧѧلة والمنشѧѧѧѧѧآت المسѧѧѧѧѧتقيمة. طѧѧѧѧѧور ا
العѧѧѧالم (إقليѧѧѧدس)، الѧѧѧذي قѧѧѧدم الرياضѧѧѧيات الدقيقѧѧѧة والمѧѧѧنهج البѧѧѧديهي المسѧѧѧتعمل إلѧѧѧى الآن. 
ويعѧѧѧѧُد كتابѧѧѧѧه (العناصѧѧѧѧر) الأكثѧѧѧѧر اسѧѧѧѧتعمالاً وتѧѧѧѧأثيرًا علѧѧѧѧى الإطѧѧѧѧلاق، وكѧѧѧѧان معروفѧѧѧѧًا لكѧѧѧѧل 

  المتعلمين في الغرب حتى خمسينيات القرن الماضي.
ѧѧѧѧتوى عѧѧѧѧى مسѧѧѧѧة علѧѧѧѧدأ الهندسѧѧѧѧم مبѧѧѧѧالي، عُمѧѧѧѧت الحѧѧѧѧي الوقѧѧѧѧد، فѧѧѧѧد والتعقيѧѧѧѧن التجريѧѧѧѧال م

وارتѧѧѧѧبط بمبѧѧѧѧادئ التفاضѧѧѧѧل والتكامѧѧѧѧل والجبѧѧѧѧر. لѧѧѧѧذلك فѧѧѧѧإن أغلѧѧѧѧب الفѧѧѧѧروع الحديثѧѧѧѧة لهѧѧѧѧذا 
  المجال يمكن بالكاد تمييزها بوصفها أساسيات مشتقة من الهندسة المجردة.

بѧѧѧѧدايات علѧѧѧѧم الهندسѧѧѧѧة المسѧѧѧѧجلة يمكѧѧѧѧن تتبعهѧѧѧѧا إلѧѧѧѧى الأوائѧѧѧѧل الѧѧѧѧذين اكتشѧѧѧѧفوا المثلثѧѧѧѧات 
وادي السѧѧѧѧند القديمѧѧѧѧة، والحضѧѧѧѧارة البابليѧѧѧѧة القديمѧѧѧѧة نحѧѧѧѧو سѧѧѧѧنة  المنفرجѧѧѧѧة فѧѧѧѧي حضѧѧѧѧارة

قبѧѧѧѧѧل المѧѧѧѧѧيلاد. كانѧѧѧѧѧت الهندسѧѧѧѧѧة البدائيѧѧѧѧѧة مجموعѧѧѧѧѧة اكتشѧѧѧѧѧافات تجريبيѧѧѧѧѧة تتعلѧѧѧѧѧق  ٣٠٠٠
بѧѧѧѧالأطوال والمسѧѧѧѧاحات والأحجѧѧѧѧام، وتطѧѧѧѧورت مѧѧѧѧن أجѧѧѧѧل بعѧѧѧѧض الاحتياجѧѧѧѧات العمليѧѧѧѧة مثѧѧѧѧل 

عѧѧѧض المبѧѧѧادئ المسѧѧѧح والبنѧѧѧاء وعلѧѧѧم الفلѧѧѧك والعديѧѧѧد مѧѧѧن الحѧѧѧرف الأخѧѧѧرى. ومѧѧѧن بينهѧѧѧا ب
المتطѧѧѧѧورة المدهشѧѧѧѧة، وقѧѧѧѧد تبѧѧѧѧدو الرياضѧѧѧѧيات الحديثѧѧѧѧة صѧѧѧѧعبة إذ دُرسѧѧѧѧت دون الاسѧѧѧѧتعانة 
بمبѧѧѧѧѧادئ التفاضѧѧѧѧѧل والتكامѧѧѧѧѧل والجبѧѧѧѧѧر. مѧѧѧѧѧثلاً كѧѧѧѧѧان المصѧѧѧѧѧريون والبѧѧѧѧѧابليون علѧѧѧѧѧى درايѧѧѧѧѧة 

سѧѧѧѧѧنة، حتѧѧѧѧѧى قبѧѧѧѧѧل اكتشѧѧѧѧѧاف قѧѧѧѧѧانون  ١٥٠٠بѧѧѧѧѧبعض مبѧѧѧѧѧادئ الفيثاغورسѧѧѧѧѧية منѧѧѧѧѧذ نحѧѧѧѧѧو 
ѧѧѧѧѧѧوتراس نحѧѧѧѧѧѧادئ سولباسѧѧѧѧѧѧمن مبѧѧѧѧѧѧاغورس، وتتضѧѧѧѧѧѧيلاد أول  ٨٠٠و فيثѧѧѧѧѧѧل المѧѧѧѧѧѧنة قبѧѧѧѧѧѧس

  تصريح للنظرية، ولدى المصريين تركيبة صحيحة لحجم الهرم الرباعي.
الهندسѧѧѧة عنѧѧѧد المصѧѧѧريين: عѧѧѧرف المصѧѧѧريون القѧѧѧدامى إمكانيѧѧѧة حسѧѧѧاب مسѧѧѧاحة الѧѧѧدائرة 

  ٢] ٨/٩× [(القطر) ≈ تقريبياً كما يلي: مساحة الدائرة 
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فѧѧѧي برديѧѧѧة أحمѧѧѧس لحسѧѧѧاب مسѧѧѧاحة الѧѧѧدائرة،  ٣٠اسѧѧѧتخُدمت هѧѧѧذه الطѧѧѧرق لحѧѧѧل المسѧѧѧـألة 
وفقѧѧѧًا للقاعѧѧѧدة التѧѧѧي تѧѧѧنص علѧѧѧى أن مسѧѧѧاحة المربѧѧѧع تسѧѧѧاوي  مѧѧѧن مسѧѧѧاحة قطѧѧѧر الѧѧѧدائرة. 

بنسѧѧѧѧѧѧبة خطѧѧѧѧѧѧأ تقѧѧѧѧѧѧارب  ٣.١٦٠٤٩٣تسѧѧѧѧѧѧاوي القيمѧѧѧѧѧѧة، أي  πوعلѧѧѧѧѧѧى هѧѧѧѧѧѧذا يفتѧѧѧѧѧѧرض أن 
٠.٦٣ ѧѧѧي توصѧѧѧة التѧѧѧن القيمѧѧѧةً مѧѧѧل دقѧѧѧة أقѧѧѧذه القيمѧѧѧة. هѧѧѧابليون (بالمائѧѧѧا البѧѧѧ٣.١٢٥ل إليه (

، وظلѧѧѧѧѧѧت كѧѧѧѧѧѧذلك حتѧѧѧѧѧѧى وضѧѧѧѧѧѧع أرخميѧѧѧѧѧѧدس النسѧѧѧѧѧѧبة التقريبيѧѧѧѧѧѧة ٠.٥٣مѧѧѧѧѧѧع نسѧѧѧѧѧѧبة خطѧѧѧѧѧѧأ 
  .٠.٠٠٠١، مع نسبة خطأ ٣.١٤١٦٣

 تقريبѧѧѧѧًا، واسѧѧѧѧتخدمها لتقسѧѧѧѧيم وحѧѧѧѧدة ٢٢\٧تسѧѧѧѧاوي  π عѧѧѧѧرف العѧѧѧѧالم أحمѧѧѧѧس أن
(hekat)ةѧѧѧة التقليديѧѧѧتخدام القيمѧѧѧتمر اسѧѧѧك اسѧѧѧع ذلѧѧѧاي ، ومѧѧѧم  (256\81) لبѧѧѧاب حجѧѧѧلحس
 .الأسطوانة

جوانѧѧѧѧب. يُقطѧѧѧѧع هѧѧѧѧذا المربѧѧѧѧع إلѧѧѧѧى شѧѧѧѧبكة .  ٩اسѧѧѧѧتخدام مربѧѧѧѧع ذي  ٤٨تضѧѧѧѧمنت المسѧѧѧѧألة 
وحѧѧѧدة. مѧѧѧا  ٦٣يسѧѧѧُتعمل قطѧѧѧر مربعѧѧѧات الزوايѧѧѧا لتكѧѧѧوين شѧѧѧكل مѧѧѧثمن غيѧѧѧر منѧѧѧتظم بمسѧѧѧاحة 

 ٣.١١١يعطي قيمة لباي تساوي 
 .٣.١٦و ٣.١١تشير المسألتان إلى أن قيمة باي تتراوح بين 

الأمثلѧѧѧѧѧة القديمѧѧѧѧѧة لإيجѧѧѧѧѧاد حجѧѧѧѧѧم  برديѧѧѧѧѧة موسѧѧѧѧѧكو الرياضѧѧѧѧѧية فѧѧѧѧѧي ١٤تتضѧѧѧѧѧمن المسѧѧѧѧѧألة 
 :المخروط الناقص الهرمي، وتصف المعادلة الصحيحة

 .هو الارتفاع hهما طول قاعدة وسطح الهرم الناقص، و b و a حيث إن
سѧѧѧѧѧاحات الهندسѧѧѧѧѧة البابليѧѧѧѧѧة: ربمѧѧѧѧѧا عѧѧѧѧѧرف البѧѧѧѧѧابليون القواعѧѧѧѧѧد الأساسѧѧѧѧѧية لحسѧѧѧѧѧاب الم

مѧѧѧرات، ومسѧѧѧاحة المربѧѧѧع بنسѧѧѧبة  ٣والأحجѧѧѧام. إذ قاسѧѧѧوا محѧѧѧيط الѧѧѧدائرة بمضѧѧѧاعفة القطѧѧѧر 
. ويحُتسѧѧѧѧѧب حجѧѧѧѧѧم π =3مѧѧѧѧѧن المحѧѧѧѧѧيط، هѧѧѧѧѧذه الطريقѧѧѧѧѧة صѧѧѧѧѧحيحة بفѧѧѧѧѧرض أن  ١:١٢

الأسѧѧѧطوانة باسѧѧѧتخدام القاعѧѧѧدة والارتفѧѧѧاع، ومѧѧѧع ذلѧѧѧك فقѧѧѧد احتسѧѧѧُب خطѧѧѧأً حجѧѧѧم المخѧѧѧروط 
ѧѧѧاع ونصѧѧѧا للارتفѧѧѧًع ناتجѧѧѧرم المربѧѧѧاقص أو الهѧѧѧاغورس النѧѧѧة فيثѧѧѧت مبرهنѧѧѧدة. كانѧѧѧف القاع

. ١/٨و π = 3معروفѧѧѧة أيضѧѧѧًا للبѧѧѧابليين. واكتشѧѧѧُف حѧѧѧديثاً لѧѧѧوح طينѧѧѧي اسѧѧѧتخدم قيمѧѧѧة 
عѧѧѧرف البѧѧѧابليون أيضѧѧѧًا وحѧѧѧدة قيѧѧѧاس سѧѧѧُميت الميѧѧѧل البѧѧѧابلي، الѧѧѧذي كѧѧѧان مقياسѧѧѧًا للمسѧѧѧافة 

أميѧѧѧال حديثѧѧѧة. تحѧѧѧول هѧѧѧذا القيѧѧѧاس للمسѧѧѧافات بعѧѧѧد ذلѧѧѧك إلѧѧѧى ميѧѧѧل زمنѧѧѧي  ٧يسѧѧѧاوي نحѧѧѧو 
م لقيѧѧѧاس انتقѧѧѧال الشѧѧѧمس، ومѧѧѧن ثѧѧѧم يمثѧѧѧل الوقѧѧѧت. وأظهѧѧѧرت اكتشѧѧѧافات حديثѧѧѧة أن يسѧѧѧتخد

سѧѧѧѧѧنة مѧѧѧѧѧن اكتشѧѧѧѧѧاف  ١٤٠٠البѧѧѧѧѧابليين القѧѧѧѧѧدماء ربمѧѧѧѧѧا اكتشѧѧѧѧѧفوا الهندسѧѧѧѧѧة الفلكيѧѧѧѧѧة قبѧѧѧѧѧل 
  الأوروبيين لها.
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هنسѧѧѧة الفيѧѧѧدا الهنديѧѧѧة: اسѧѧѧتخدم الهنѧѧѧود فѧѧѧي الفتѧѧѧرة الفيديѧѧѧة الهندسѧѧѧة التقليديѧѧѧة، خاصѧѧѧةً 
نصѧѧѧѧѧوص الألفيѧѧѧѧة الأولѧѧѧѧѧى قبѧѧѧѧل المѧѧѧѧѧيلاد كتѧѧѧѧاب شѧѧѧѧѧاتاباثا لبنѧѧѧѧاء مѧѧѧѧذابح متقنѧѧѧѧѧة. تضѧѧѧѧمنت 

براهمانѧѧѧѧѧا وكتѧѧѧѧѧاب سولباسѧѧѧѧѧوتراس. الѧѧѧѧѧذي يتضѧѧѧѧѧمن أول تعبيѧѧѧѧѧر لفظѧѧѧѧѧي لمفهѧѧѧѧѧوم نظريѧѧѧѧѧة 
فيثѧѧѧѧѧاغورس فѧѧѧѧѧي العѧѧѧѧѧالم، رغѧѧѧѧѧم أنهѧѧѧѧѧا كانѧѧѧѧѧت معروفѧѧѧѧѧة للبѧѧѧѧѧابليين. تتضѧѧѧѧѧمن هѧѧѧѧѧذه الكتѧѧѧѧѧب 
تطبيقѧѧѧѧات لقѧѧѧѧانون فيثѧѧѧѧاغورس، وهѧѧѧѧي حѧѧѧѧالات مخصصѧѧѧѧة لمعѧѧѧѧادلات ديوفѧѧѧѧانتين. وتتضѧѧѧѧمن 

  علومات عن تربيع الدائرة وتدوير المربع.أيضًا م
ثلاثيѧѧѧة لقѧѧѧانون  ١٥قبѧѧѧل المѧѧѧيلاد  ١٨٥٠يتضѧѧѧمن اللѧѧѧوح المكتѧѧѧوب باللغѧѧѧة المسѧѧѧمارية سѧѧѧنة 

) وهѧѧѧѧي ١٨٥٤١، ١٢٧٠٩، ١٣٥٠٠فيثѧѧѧѧاغورس مѧѧѧѧع عѧѧѧѧدد مѧѧѧѧن المѧѧѧѧدخلات، تتضѧѧѧѧمن (
ثلاثيѧѧѧѧة بدائيѧѧѧѧة للتسلسѧѧѧѧل، تتضѧѧѧѧمن فهمѧѧѧѧًا متطѧѧѧѧورًا للمسѧѧѧѧألة، ولمѧѧѧѧا كانѧѧѧѧت هѧѧѧѧذه الألѧѧѧѧواح 

تسѧѧѧѧѧبق سولباسѧѧѧѧѧوتراس بقѧѧѧѧѧرون، مѧѧѧѧѧع أخѧѧѧѧѧذ المظهѧѧѧѧѧر السѧѧѧѧѧياقي للثلاثيѧѧѧѧѧات فѧѧѧѧѧي  الطينيѧѧѧѧѧة
  الاعتبار، فمن المعقول توقع وجود فهم مماثل في الهند.

ولأن الهѧѧѧѧѧѧدف الرئيسѧѧѧѧѧѧѧي لسولباسѧѧѧѧѧѧوتراس كѧѧѧѧѧѧѧان وصѧѧѧѧѧѧف إنشѧѧѧѧѧѧѧاء المѧѧѧѧѧѧذابح والمبѧѧѧѧѧѧѧادئ 
، وإن فهѧѧѧѧُم جيѧѧѧѧدًا، الهندسѧѧѧѧية المتضѧѧѧѧمنة فيهѧѧѧѧا، فѧѧѧѧإن موضѧѧѧѧوع الثلاثيѧѧѧѧات الفيثاغورسѧѧѧѧية

ربمѧѧѧѧا لѧѧѧѧم يظهѧѧѧѧر بعѧѧѧѧد فѧѧѧѧي سولباسѧѧѧѧوتراس. يمكѧѧѧѧن مقارنѧѧѧѧة سولباسѧѧѧѧوتراس بالرياضѧѧѧѧيات 
الموجѧѧѧودة فѧѧѧي كتѧѧѧاب تمهيѧѧѧدي عѧѧѧن الهندسѧѧѧة المعماريѧѧѧة أو مجѧѧѧال تطبيقѧѧѧي آخѧѧѧر مشѧѧѧابه، 
ولѧѧѧن تتوافѧѧѧق مباشѧѧѧرةً مѧѧѧع المعرفѧѧѧة العامѧѧѧة حѧѧѧول الموضѧѧѧوع فѧѧѧي ذلѧѧѧك الوقѧѧѧت. لكѧѧѧن منѧѧѧذ 

  ر معاصرة أخرى يمكنها معالجة هذه القضية بدقة.ذلك الوقت، لم يعُثر على مصاد
الهندسة عند الإغريقيѧѧة: بالنسѧѧبة إلѧѧى علمѧѧاء الرياضѧѧيات اليونѧѧانيين القѧѧدماء، كانѧѧت الهندسѧѧة 
هي حجر الأساس لجميع العلوم، إذ وصلت إلى اكتمال المنهجية الذي لم يحققه أي فѧѧرع آخѧѧر 

مѧѧن الأنѧѧѧواع الجديѧѧدة مѧѧن الأشѧѧѧكال مѧѧن معѧѧارفهم. وقѧѧد وسѧѧѧعوا نطѧѧاق الهندسѧѧة إلѧѧѧى العديѧѧد 
والمنحنيات والأسطح والمواد الصلبة، وغيروا منهجيتها من التجربة والخطأ إلѧѧى الاسѧѧتنتاج 
المنطقѧѧي، وقѧѧد أدركѧѧوا أن الهندسѧѧة تѧѧدرس الأشѧѧكال الأساسѧѧية أو التجريѧѧد، التѧѧي تعѧѧد الأشѧѧياء 

 ال مسѧѧتخدمة حتѧѧى اليѧѧوم.المادية فقѧѧط تقريبيѧѧة، وطѧѧوروا فكѧѧرة الطريقѧѧة البديهيѧѧة، التѧѧي لا تѧѧز
بناءً على مجموعة من خمѧѧس فرضѧѧيات أساسѧѧية وضѧѧعها إقليѧѧدس عѧѧالم الرياضѧѧيات اليونѧѧاني 
القديم، تعُنى الهندسة الإقليدية بدراسة خصائص النقاط والخطوط والمستويات في فضاء ذي 

فرضѧѧيات بالمقابل، تتفحص الهندسѧѧة غيѧѧر الإقليديѧѧة الأشѧѧكال الهندسѧѧية التѧѧي لا تلتѧѧزم ب بعدين.
حيѧѧث تختلѧѧف قواعѧѧد التعامѧѧل مѧѧع  إقليدس، ومن أمثلتها الهندسة الزائدية والهندسѧѧة الكرويѧѧة.

الخطوط المتوازية والزوايا. إن فهم التباين الجوهري بين الهندسѧѧة الإقليديѧѧة وغيѧѧر الإقليديѧѧة 
تجѧѧاوز الإطѧѧارات   يمكّننا من اكتساب رؤى عميقة حول طبيعة الفضاء والشكل ويسѧѧاعد علѧѧى

  لرياضية التقليدية.ا
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 الاإقليديѧѧѧѧѧة و المجѧѧѧѧѧالات الهندسѧѧѧѧѧية سѧѧѧѧѧوف يѧѧѧѧѧتم التطѧѧѧѧѧرق الѧѧѧѧѧى البحѧѧѧѧѧث  ايضѧѧѧѧѧاً فѧѧѧѧѧي هѧѧѧѧѧذا
أمثلѧѧѧة عѧѧѧن بيانѧѧѧات تتبѧѧѧع قواعѧѧѧد الهندسѧѧѧة غيѧѧѧر الإقليديѧѧѧة  دمتكمѧѧѧا قѧѧѧد قѧѧѧُالغيراقليديـــــѧѧѧـة 

يقتѧѧѧرح منهجيѧѧѧة لتحليѧѧѧل وتحليѧѧѧل خصѧѧѧائص مجموعѧѧѧات  مѧѧѧع توضѧѧѧيح طѧѧѧرق تصѧѧѧورها،كما
البيانѧѧѧѧات الهندسѧѧѧѧية غيѧѧѧѧر الإقليديѧѧѧѧة وايضѧѧѧѧاً يسѧѧѧѧتعرض بعѧѧѧѧض الأمثلѧѧѧѧة الواقعيѧѧѧѧة لتطبيѧѧѧѧق 

 كمѧѧѧا سѧѧѧوف نتنѧѧѧاول بعѧѧѧض انѧѧѧواع الهندسѧѧѧة. الهندسѧѧѧة غيѧѧѧر الإقليديѧѧѧة فѧѧѧي معالجѧѧѧة المعرفѧѧѧة
زائديѧѧѧѧة منهѧѧѧѧا هندسѧѧѧѧة المجѧѧѧѧال الكѧѧѧѧروي او مѧѧѧѧا تعѧѧѧѧرف بالهندسѧѧѧѧة الاهليجيѧѧѧѧة والهندسѧѧѧѧة ال

ه الأنѧѧѧѧوع وجѧѧѧѧة الشѧѧѧѧبه والاخѧѧѧѧتلاف بѧѧѧѧين هѧѧѧѧذوسѧѧѧѧوف نشѧѧѧѧاهد أ وايضѧѧѧѧاً هندسѧѧѧѧة التبѧѧѧѧاين
  العلة من ظهور الهندسة الاإقليدية. قبل اقليدس وبعدة،وماهيوالهندسة 

معالجѧѧѧѧѧѧة التحѧѧѧѧѧѧديات المطروحѧѧѧѧѧة فѧѧѧѧѧѧي مجѧѧѧѧѧѧال الهندسѧѧѧѧѧѧة  بحѧѧѧѧѧѧث الѧѧѧѧѧىسѧѧѧѧѧتهدف هѧѧѧѧѧѧذه الي 
منهجيѧѧة  بعѧѧض أقسѧѧامهٌ  فѧѧيقيѧѧق ذلѧѧك، يقتѧѧرح بهѧѧدف تح .اللاإقليديѧѧة وتحليѧѧل خصائصѧѧها

مѧѧѧن  .قسѧѧѧام التѧѧѧي تليهѧѧѧا مѧѧѧن ضѧѧѧمن البحѧѧѧثيقهѧѧѧا بشѧѧѧكل توضѧѧѧيحي فѧѧѧي الاتحليليѧѧѧة يѧѧѧتم تطب
ѧѧѧُن ان يبنѧѧѧه ىالممكѧѧѧاط  عليѧѧѧن الأنمѧѧѧف عѧѧѧدة للكشѧѧѧات جديѧѧѧال تقنيѧѧѧى إدخѧѧѧتقبل إلѧѧѧي المسѧѧѧف

 الهندسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة"( انѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧات اللاإقليديѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة واستكشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاف مفهѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧومداخѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل مجموعѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧات البي
مѧѧѧѧѧѧѧѧن خѧѧѧѧѧѧѧѧلال أمثلѧѧѧѧѧѧѧѧة توضѧѧѧѧѧѧѧѧيحية تبѧѧѧѧѧѧѧѧرز  )NeutroGeometry("  )النيوترولوجيѧѧѧѧѧѧѧѧة

  .الاختلافات الجوهرية بينها وبين الهندسة الإقليدية
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  (الفصل الأول)
  :القسم الأول : تاريخ الهندســــة في الحضارات القديمـــة)٢-١(

 
" وتعنѧѧѧѧѧѧѧي "الأرض" كلمѧѧѧѧѧѧѧة "هندسѧѧѧѧѧѧѧة" مشѧѧѧѧѧѧѧتقة مѧѧѧѧѧѧѧن كلمتѧѧѧѧѧѧѧين يونѧѧѧѧѧѧѧانيتين: "جيѧѧѧѧѧѧѧو

و "متѧѧѧѧѧѧѧرين" وتعنѧѧѧѧѧѧѧي "القيѧѧѧѧѧѧѧاس". يبѧѧѧѧѧѧѧدو أن الهندسѧѧѧѧѧѧѧة نشѧѧѧѧѧѧѧأت مѧѧѧѧѧѧѧن الحاجѧѧѧѧѧѧѧة إلѧѧѧѧѧѧѧى 
مسѧѧѧѧѧح الأراضѧѧѧѧѧي. تمѧѧѧѧѧت دراسѧѧѧѧѧة هѧѧѧѧѧذا الفѧѧѧѧѧرع مѧѧѧѧѧن الرياضѧѧѧѧѧيات بأشѧѧѧѧѧكال مختلفѧѧѧѧѧة فѧѧѧѧѧي 
كѧѧѧѧѧѧل حضѧѧѧѧѧѧارة قديمѧѧѧѧѧѧة ، سѧѧѧѧѧѧواء فѧѧѧѧѧѧي مصѧѧѧѧѧѧر أو بابѧѧѧѧѧѧل أو الصѧѧѧѧѧѧين أو الهنѧѧѧѧѧѧد أو اليونѧѧѧѧѧѧان 

مѧѧѧѧѧن المشѧѧѧѧѧاكل العمليѧѧѧѧѧة  أو الإنكѧѧѧѧѧا ، إلѧѧѧѧѧخ. واجѧѧѧѧѧه النѧѧѧѧѧاس فѧѧѧѧѧي هѧѧѧѧѧذه الحضѧѧѧѧѧارات العديѧѧѧѧѧد
التѧѧѧѧѧي تطلبѧѧѧѧѧت تطѧѧѧѧѧوير الهندسѧѧѧѧѧة بطѧѧѧѧѧرق مختلفѧѧѧѧѧة. علѧѧѧѧѧى سѧѧѧѧѧبيل المثѧѧѧѧѧال ، كلمѧѧѧѧѧا فѧѧѧѧѧاض 
نهѧѧѧѧѧѧѧѧر النيѧѧѧѧѧѧѧѧل ، كѧѧѧѧѧѧѧѧان يمحѧѧѧѧѧѧѧѧو الحѧѧѧѧѧѧѧѧدود بѧѧѧѧѧѧѧѧين الحقѧѧѧѧѧѧѧѧول المجѧѧѧѧѧѧѧѧاورة لمѧѧѧѧѧѧѧѧلاك أراضٍ 
مختلفѧѧѧѧѧѧين. بعѧѧѧѧѧѧد حѧѧѧѧѧѧدوث هѧѧѧѧѧѧذا الفيضѧѧѧѧѧѧان ، كѧѧѧѧѧѧان يجѧѧѧѧѧѧب إعѧѧѧѧѧѧادة رسѧѧѧѧѧѧم هѧѧѧѧѧѧذه الحѧѧѧѧѧѧدود. 

اعѧѧѧѧѧѧѧد الهندسѧѧѧѧѧѧѧية لهѧѧѧѧѧѧѧذا الغѧѧѧѧѧѧѧرض ، طѧѧѧѧѧѧѧور المصѧѧѧѧѧѧѧريون عѧѧѧѧѧѧѧددًا مѧѧѧѧѧѧѧن الأسѧѧѧѧѧѧѧاليب والقو
لحسѧѧѧѧѧѧѧاب المسѧѧѧѧѧѧѧاحات البسѧѧѧѧѧѧѧيطة وكѧѧѧѧѧѧѧذلك للقيѧѧѧѧѧѧѧام بالإنشѧѧѧѧѧѧѧاءات البسѧѧѧѧѧѧѧيطة. كمѧѧѧѧѧѧѧا تѧѧѧѧѧѧѧم 
اسѧѧѧѧѧѧتخدام معرفѧѧѧѧѧѧة الهندسѧѧѧѧѧѧة مѧѧѧѧѧѧن قѧѧѧѧѧѧبلهم لحسѧѧѧѧѧѧاب حجѧѧѧѧѧѧم صѧѧѧѧѧѧوامع الغѧѧѧѧѧѧلال ، وبنѧѧѧѧѧѧاء 
القنѧѧѧѧѧѧѧوات والأهرامѧѧѧѧѧѧѧات. كمѧѧѧѧѧѧѧا عرفѧѧѧѧѧѧѧوا الصѧѧѧѧѧѧѧيغة الصѧѧѧѧѧѧѧحيحة لإيجѧѧѧѧѧѧѧاد حجѧѧѧѧѧѧѧم الهѧѧѧѧѧѧѧرم 

   ) Iالمقطوع (انظر الشكل
  ) I (الشكل

  
حضѧѧѧѧارة وادي السѧѧѧѧند للهندسѧѧѧѧة. أعمѧѧѧѧال التنقيѧѧѧѧب فѧѧѧѧي هارابѧѧѧѧا وموهينجѧѧѧѧو  كمѧѧѧѧا اسѧѧѧѧتخدمة

 ٣٠٠٠دارو وغيرهѧѧѧا فѧѧѧي شѧѧѧبه القѧѧѧارة الهنديѧѧѧة تظُهѧѧѧر أن حضѧѧѧارة وادي السѧѧѧند (حѧѧѧوالي 
قبѧѧѧل المѧѧѧيلاد) اسѧѧѧتخدمت الهندسѧѧѧة علѧѧѧى نطѧѧѧاق واسѧѧѧع. لقѧѧѧد كѧѧѧان مجتمعѧѧѧًا منظمѧѧѧا للغايѧѧѧة. 

المثѧѧѧال ، كانѧѧѧت الطѧѧѧرق  كانѧѧѧت المѧѧѧدن متطѧѧѧورة للغايѧѧѧة ومخططѧѧѧة بشѧѧѧكل جيѧѧѧد. علѧѧѧى سѧѧѧبيل
متوازيѧѧѧة مѧѧѧع بعضѧѧѧها الѧѧѧبعض وكѧѧѧان هنѧѧѧاك نظѧѧѧام تصѧѧѧريف تحѧѧѧت الأرض. تحتѧѧѧوي المنѧѧѧازل 
علѧѧѧى العديѧѧѧد مѧѧѧن الغѧѧѧرف بѧѧѧأنواع مختلفѧѧѧة. يوضѧѧѧح هѧѧѧذا أن سѧѧѧكان المدينѧѧѧة كѧѧѧانوا مهѧѧѧرة فѧѧѧي 
القيѧѧѧاس والحسѧѧѧاب العملѧѧѧي. كانѧѧѧت الطѧѧѧوب المسѧѧѧتخدمة فѧѧѧي البنѧѧѧاء مشѧѧѧوية فѧѧѧي الأفѧѧѧران ، 

  .١: ٢: ٤ول: العرض: السمك للطوب هي وقد وجد أن نسبة الط
فѧѧѧي الهنѧѧѧد القديمѧѧѧة، كانѧѧѧت النصѧѧѧوص المعروفѧѧѧة بѧѧѧـ "سولباسѧѧѧوترا" (تعѧѧѧود إلѧѧѧى الفتѧѧѧرة  

قبѧѧѧѧѧل المѧѧѧѧѧيلاد) بمثابѧѧѧѧѧة أدلѧѧѧѧѧة إرشѧѧѧѧѧادية للإنشѧѧѧѧѧاءات  ٥٠٠قبѧѧѧѧѧل المѧѧѧѧѧيلاد إلѧѧѧѧѧى  ٨٠٠بѧѧѧѧѧين 
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الهندسѧѧѧѧية. نشѧѧѧѧأت الهندسѧѧѧѧة فѧѧѧѧي العصѧѧѧѧر الفيѧѧѧѧدي مѧѧѧѧع بنѧѧѧѧاء المѧѧѧѧذابح (أو فيѧѧѧѧدي) ومواقѧѧѧѧد 
لإقامѧѧѧѧѧة الشѧѧѧѧѧعائر الفيديѧѧѧѧѧة. كѧѧѧѧѧان موقѧѧѧѧѧع النيѧѧѧѧѧران المقدسѧѧѧѧѧة يجѧѧѧѧѧب أن يكѧѧѧѧѧون وفقѧѧѧѧѧًا  النѧѧѧѧѧار

للتعليمѧѧѧات المحѧѧѧѧددة بوضѧѧѧوح حѧѧѧѧول أشѧѧѧѧكالها ومسѧѧѧاحاتها، حتѧѧѧѧى تكѧѧѧون أدوات فعالѧѧѧѧة. تѧѧѧѧم 
اسѧѧѧتخدام مѧѧѧذابح مربعѧѧѧة ودائريѧѧѧة للطقѧѧѧوس المنزليѧѧѧة، بينمѧѧѧا كانѧѧѧت المѧѧѧذابح التѧѧѧي تتكѧѧѧون 

ت والموازيѧѧѧѧѧات مطلوبѧѧѧѧѧة للعبѧѧѧѧѧادة أشѧѧѧѧѧكالها مѧѧѧѧѧن مجموعѧѧѧѧѧات مѧѧѧѧѧن المسѧѧѧѧѧتطيلات والمثلثѧѧѧѧѧا
مѧѧѧن تسѧѧѧعة مثلثѧѧѧات  )(vedisالعامѧѧѧة. يتكѧѧѧون الѧѧѧـ "سѧѧѧري يѧѧѧانترا" الموجѧѧѧود فѧѧѧي أثѧѧѧارف

مثلثѧѧѧًا فرعيѧѧѧًا.  ٤٣متسѧѧѧاوية السѧѧѧاقين متشѧѧѧابكة. يѧѧѧتم ترتيѧѧѧب هѧѧѧذه المثلثѧѧѧات بطريقѧѧѧة تنѧѧѧتج 
علѧѧѧѧى الѧѧѧѧرغم مѧѧѧѧن اسѧѧѧѧتخدام طѧѧѧѧرق هندسѧѧѧѧية دقيقѧѧѧѧة لبنѧѧѧѧاء المѧѧѧѧذابح، إلا أن المبѧѧѧѧادئ التѧѧѧѧي 

  .اءها لم يتم مناقشتهاتكمن ور
هѧѧѧذه الأمثلѧѧѧة تؤكѧѧѧد علѧѧѧى أن الهندسѧѧѧة كانѧѧѧت تتطѧѧѧور وتطبѧѧѧق فѧѧѧي جميѧѧѧع أنحѧѧѧاء العѧѧѧالم. لكѧѧѧن 
هѧѧѧذا كѧѧѧان يحѧѧѧدث بطريقѧѧѧة غيѧѧѧر منهجيѧѧѧة. اللافѧѧѧت للنظѧѧѧر فѧѧѧي هѧѧѧذه التطѧѧѧورات الهندسѧѧѧية فѧѧѧي 
العѧѧالم القѧѧديم هѧѧو أنهѧѧا كانѧѧت تنتقѧѧل مѧѧن جيѧѧل إلѧѧى آخѧѧر ، إمѧѧا عѧѧن طريѧѧق الشѧѧفه(الكلام) أو 

رسѧѧѧائل سѧѧѧعف النخيѧѧѧل ، أو بطѧѧѧرق أخѧѧѧرى. كمѧѧѧا نجѧѧѧد أنѧѧѧه فѧѧѧي بعѧѧѧض الحضѧѧѧارات  مѧѧѧن خѧѧѧلال
مثѧѧѧل بابѧѧѧل ، ظلѧѧѧت الهندسѧѧѧة علمѧѧѧًا عمليѧѧѧًا للغايѧѧѧة ، كمѧѧѧا كانѧѧѧت الحѧѧѧال فѧѧѧي الهنѧѧѧد ورومѧѧѧا. 
تألفѧѧѧت الهندسѧѧѧة التѧѧѧي طورهѧѧѧا المصѧѧѧريون بشѧѧѧكل أساسѧѧѧي مѧѧѧن بيانѧѧѧات النتѧѧѧائج. لѧѧѧم تكѧѧѧن 

ѧѧѧتخدم البѧѧѧع ، اسѧѧѧي الواقѧѧѧراء. فѧѧѧة للإجѧѧѧد عامѧѧѧاك قواعѧѧѧي هنѧѧѧة فѧѧѧريون الهندسѧѧѧابليون والمص
الغالѧѧѧѧب لأغѧѧѧѧراض عمليѧѧѧѧة ولѧѧѧѧم يفعلѧѧѧѧوا شѧѧѧѧيئاً يѧѧѧѧذكر لتطويرهѧѧѧѧا كعلѧѧѧѧم منهجѧѧѧѧي. ولكѧѧѧѧن فѧѧѧѧي 
الحضѧѧѧѧѧارات مثѧѧѧѧѧل اليونѧѧѧѧѧان ، كѧѧѧѧѧان التركيѧѧѧѧѧز علѧѧѧѧѧى المنطѧѧѧѧѧق الكѧѧѧѧѧامن وراء نجѧѧѧѧѧاح اعمѧѧѧѧѧال 
هندسѧѧѧѧѧية معينѧѧѧѧѧة. كѧѧѧѧѧان الإغريѧѧѧѧѧق مهتمѧѧѧѧѧين بإثبѧѧѧѧѧات صѧѧѧѧѧحة البيانѧѧѧѧѧات التѧѧѧѧѧي اكتشѧѧѧѧѧفوها 

  منطقي .باستخدام الاستنتاج ال
 

ينُسѧѧѧѧب إلѧѧѧѧى عѧѧѧѧالم الرياضѧѧѧѧيات اليونѧѧѧѧاني طѧѧѧѧاليس تقѧѧѧѧديم أول برهѧѧѧѧان معѧѧѧѧروف. كѧѧѧѧان هѧѧѧѧذا 
الإثبѧѧѧѧѧѧات لبيѧѧѧѧѧѧان أن القطѧѧѧѧѧѧر يقسѧѧѧѧѧѧم الѧѧѧѧѧѧدائرة إلѧѧѧѧѧѧى نصѧѧѧѧѧѧفين (أي يقطعهѧѧѧѧѧѧا إلѧѧѧѧѧѧى قسѧѧѧѧѧѧمين 

قبѧѧѧѧل المѧѧѧѧيلاد).  ٥٧٢متسѧѧѧѧاويين). كѧѧѧѧان أحѧѧѧѧد أشѧѧѧѧهر تلاميѧѧѧѧذ طѧѧѧѧاليس هѧѧѧѧو فيثѧѧѧѧاغورس (
الهندسѧѧѧѧية وطѧѧѧѧѧوروا نظريѧѧѧѧѧة  اكتشѧѧѧѧف فيثѧѧѧѧѧاغورس ومجموعتѧѧѧѧه العديѧѧѧѧѧد مѧѧѧѧن الخصѧѧѧѧѧائص
قبѧѧѧل المѧѧѧيلاد. فѧѧѧي ذلѧѧѧك  ٣٠٠الهندسѧѧѧة إلѧѧѧى حѧѧѧد كبيѧѧѧر. اسѧѧѧتمرت هѧѧѧذه العمليѧѧѧة حتѧѧѧى عѧѧѧام 

الوقѧѧѧѧت ، قѧѧѧѧام إقليѧѧѧѧدس ، وهѧѧѧѧو معلѧѧѧѧم للرياضѧѧѧѧيات فѧѧѧѧي الإسѧѧѧѧكندرية بمصѧѧѧѧر ، بجمѧѧѧѧع كѧѧѧѧل 
  ."عناصر"الأعمال المعروفة ورتبها في أطروحته الشهيرة ، 

أثѧѧرت هѧѧذه الكتѧѧب  ."كتابѧѧًا"سѧѧمى كѧѧل فصѧѧل منهѧѧا يقسّم إلѧѧى ثلاثѧѧة عشѧѧر فصѧѧلاً، يُ  "العناصر"
  .على فهم العالم كله للهندسة لأجيال قادمة

 
فѧѧي الآونѧѧة الأخيѧѧرة، بѧѧرز التعامѧѧل مѧѧع البيانѧѧات غيѧѧر الإقليديѧѧة وتحليѧѧل خصائصѧѧها علѧѧى رأس 
قائمة التحديات البحثية الرئيسية. تتميز البيانات غير الإقليدية بأنها لا تتقيѧѧّد بѧѧالبنى والمبѧѧادئ 
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الأساسѧѧية للهندسѧѧة الإقليديѧѧة التقليديѧѧة. وتنشѧѧأ ثلاثѧѧة تحѧѧديات رئيسѧѧة عنѧѧد العمѧѧل مѧѧع هѧѧذه 
  :بياناتال
 ةѧѧر الإقليديѧѧوعي  :التمييز بين البيانات الإقليدية وغيѧѧين نѧѧة بѧѧروق الجوهريѧѧد الفѧѧل تحديѧѧيمث

 .البيانات، مع تقديم أمثلة توضيحية، العقبة الأولى في هذا المجال
 ةѧѧيم المختلفѧѧاطق ذات القѧѧي المنѧѧة فѧѧر الإقليديѧѧات غيѧѧة البيانѧѧر  :معالجѧѧات غيѧѧب البيانѧѧتتطل

للتعامل مع المناطق التي تمثل القيم الصحيحة والقيم الخاطئة والقѧѧيم الإقليدية نهجًا خاصًا 
 .غير المؤكدة

 ةѧѧر الإقليديѧѧة  :استكشاف الأنماط في البيانات غيѧѧروابط المخفيѧѧاط والѧѧتخراج الأنمѧѧر اسѧѧيعتب
 .من مجموعات البيانات غير الإقليدية مهمة صعبة تتطلب تقنيات متقدمة

معالجѧѧة هѧѧذه التحѧѧديات مѧѧن  نتناولهѧѧا فѧѧي هѧѧذا البحѧѧث وهѧѧي:كما ان هناك اهѧѧداف ايضѧѧا سѧѧوف 
خѧѧلال تقѧѧديم أمثلѧѧة واقعيѧѧة فѧѧي مجѧѧالات معالجѧѧة البيانѧѧات وتصѧѧور البيانѧѧات وتمثيѧѧل المعرفѧѧة 

  .والحوسبة الكمومية
  

  )القسم الثاني:الهندســة الاقلـيديــة:٣-١(
  

كѧѧѧن أن نسѧѧѧميه تعُتبѧѧѧر الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧѧة جѧѧѧوهر الهندسѧѧѧة بشѧѧѧكل عѧѧѧام. إنهѧѧѧا تشѧѧѧكل مѧѧѧا يم
  الحدس الهندسي، وتقدم وصفاً دقيقاً جدًا للمحيط المكاني من حولنا.

فѧѧي كتѧѧѧاب "الهندسѧѧѧة الابتدائيѧѧѧة مѧѧѧن وجهѧѧѧة نظѧѧѧر متقدمѧѧѧة" للمؤلѧѧѧف إدويѧѧѧن إي مѧѧѧويز، يѧѧѧتم 
تعريѧѧѧѧѧف الهندسѧѧѧѧѧة الإقليديѧѧѧѧѧة علѧѧѧѧѧى أنهѧѧѧѧѧا دراسѧѧѧѧѧة الهندسѧѧѧѧѧة بنѧѧѧѧѧاءً علѧѧѧѧѧى مجموعѧѧѧѧѧة مѧѧѧѧѧن 

  .التوازي المسلمات صاغها إقليدس، بما في ذلك مسلمة
" الصѧѧѧѧيني الأمريكѧѧѧѧي الجنسѧѧѧѧية البѧѧѧѧارز "شѧѧѧѧينغ شѧѧѧѧين تشѧѧѧѧيرن" يقѧѧѧѧول عѧѧѧѧالم الرياضѧѧѧѧيات

عѧѧѧѧѧѧن كتѧѧѧѧѧѧاب "العناصѧѧѧѧѧѧر" لإقليѧѧѧѧѧѧدس، الѧѧѧѧѧѧذي  ٢٠٠٤ديسѧѧѧѧѧѧمبر  ٣ - ١٩١١أكتѧѧѧѧѧѧوبر  ٢٦(
قبѧѧѧѧل المѧѧѧѧيلاد، هѧѧѧѧو أحѧѧѧѧد الإنجѧѧѧѧازات العظيمѧѧѧѧة للعقѧѧѧѧل البشѧѧѧѧري.  ٣٠٠كتبѧѧѧѧه حѧѧѧѧوالي عѧѧѧѧام 

اسѧѧѧتنتاجات منطقيѧѧѧة  اهر الهندسѧѧѧيةوجعѧѧѧل الظѧѧѧو حѧѧѧول الهندسѧѧѧة إلѧѧѧى علѧѧѧم اسѧѧѧتنتاجي لقѧѧѧد
 لنظم من المسلمات والبديهيات .

  ةѧѧѧѧѧي الهندسѧѧѧѧѧرون فѧѧѧѧѧانوا يفكѧѧѧѧѧدس كѧѧѧѧѧن إقليѧѧѧѧѧي زمѧѧѧѧѧانيون فѧѧѧѧѧيات اليونѧѧѧѧѧاء الرياضѧѧѧѧѧعلم
: تتضѧѧѧѧمن الهندسѧѧѧѧة الإقليديѧѧѧѧة نѧѧѧѧوعين .كنمѧѧѧѧوذج مجѧѧѧѧرد للعѧѧѧѧالم الѧѧѧѧذي يعيشѧѧѧѧون فيѧѧѧѧـه

ثيѧѧѧѧѧة الهندسѧѧѧѧѧة المسѧѧѧѧѧتوية، وهѧѧѧѧѧي ثنائيѧѧѧѧѧة الأبعѧѧѧѧѧاد، والهندسѧѧѧѧѧة المجسѧѧѧѧѧمة، وهѧѧѧѧѧي ثلا
") ومѧѧѧѧا إلѧѧѧѧى surfacesاسѧѧѧѧتنُبطت مفѧѧѧѧاهيم النقطѧѧѧѧة والخѧѧѧѧط والمسѧѧѧѧتوى (أو السѧѧѧѧطح "   الأبعاد. المصطلحات الأساسية في الهندسة هي النقاط والخطوط والمستويات.

ذلѧѧѧك ممѧѧѧا رأوه حѧѧѧولهم؛ ومѧѧѧن خѧѧѧلال دراسѧѧѧة الفضѧѧѧاء والأشѧѧѧكال الصѧѧѧلبة فѧѧѧي الفضѧѧѧاء 
المحѧѧѧيط بهѧѧѧم، تѧѧѧم تطѧѧѧوير مفهѧѧѧوم هندسѧѧѧي مجѧѧѧرد للجسѧѧѧم الصѧѧѧلب؛ للجسѧѧѧم شѧѧѧكل وحجѧѧѧم 
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وموضѧѧع ويمكѧѧن نقلѧѧه مѧѧن مكѧѧان إلѧѧى آخѧѧر، تسѧѧمى حѧѧدوده الأسѧѧطح. تفصѧѧل جѧѧزءًا مѧѧن 
الأسѧѧѧѧѧѧѧطح هѧѧѧѧѧѧѧي الفضѧѧѧѧѧѧѧاء عѧѧѧѧѧѧѧن آخѧѧѧѧѧѧѧر، ويقѧѧѧѧѧѧѧال إنهѧѧѧѧѧѧѧا لѧѧѧѧѧѧѧيس لهѧѧѧѧѧѧѧا سѧѧѧѧѧѧѧمك. حѧѧѧѧѧѧѧدود 

 ؛ هѧѧѧѧذه الخطѧѧѧѧوط تنتهѧѧѧѧي بنقѧѧѧѧاط((lines)أو خطѧѧѧѧوط مسѧѧѧѧتقيمة (curves)منحنيѧѧѧѧات
(points  

 )المسلمات في الهندسة الإقليدية:١-٣-١(
 E1 يمكن رسم خط مستقيم واحد فقط بين أي نقطتين. 
 E2 يمكن تمديد الخط المستقيم إلى ما لا نهاية في كلا الاتجاهين. 
 E3  ونصف قطر موجبيمكن رسم دائرة بأي مركز. 
 E4 كل الزوايا القائمة متساوية. 
 E5  داخليتينѧѧѧѧѧѧزاويتين الѧѧѧѧѧѧل الѧѧѧѧѧѧرين وجعѧѧѧѧѧѧين آخѧѧѧѧѧѧتقيم خطѧѧѧѧѧѧط مسѧѧѧѧѧѧع خѧѧѧѧѧѧإذا قط

المتقѧѧѧابلتين علѧѧѧى نفѧѧѧس الجانѧѧѧب أقѧѧѧل مѧѧѧن زاويتѧѧѧين قѧѧѧائمتين، فѧѧѧإن هѧѧѧذين الخطѧѧѧين 
 ).IIها إلى ما لا نهاية (انظر الشكل يتقاطعان عند امتداد

 

   II ) الشكل( 
 

الثلاثѧѧѧة الأولѧѧѧى واضѧѧѧحة بشѧѧѧكل حدسѧѧѧي. أمـѧѧѧـا المسѧѧѧلمة الرابعѧѧѧة تبѧѧѧدو غريبѧѧѧة المسѧѧѧلمات 
نوعѧѧѧًا مѧѧѧا. تعنѧѧѧي هѧѧѧذه المسѧѧѧلمة ببسѧѧѧاطة أنѧѧѧه بѧѧѧالنظر إلѧѧѧى زوجѧѧѧين مѧѧѧن المسѧѧѧتقيمات بحيѧѧѧث 

درجѧѧѧѧѧة) ، يمكѧѧѧѧѧن تѧѧѧѧѧدوير  ٩٠تكѧѧѧѧѧون خطѧѧѧѧѧوط كѧѧѧѧѧل زوج متعامѧѧѧѧѧدة (تشѧѧѧѧѧكل زاويѧѧѧѧѧة قائمѧѧѧѧѧة 
  وترجمة أحد الزوجين ليتطابق مع الزوج الآخر .

  
بالنسѧѧѧѧѧѧѧѧبة لأي خѧѧѧѧѧѧѧѧط  :مسѧѧѧѧѧѧѧѧلمة التوازي(البديهيѧѧѧѧѧѧѧѧة الخامسѧѧѧѧѧѧѧѧة))القسѧѧѧѧѧѧѧѧم الثالث:٢-٣-١(

 Pيوجѧѧѧѧد خѧѧѧѧط مسѧѧѧѧتقيم واحѧѧѧѧد فقѧѧѧѧط يمѧѧѧѧر بالنقطѧѧѧѧة  ધى لا تقѧѧѧѧع علP ѧѧѧѧونقطѧѧѧѧة  ધمستقيѧѧѧѧـم 
  ) .  III لشكلا(  ધويكون موازيًا للخط 

  )III(الشكل 
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تعريѧѧѧف أجسѧѧѧام أكثѧѧѧر تعقيѧѧѧدًا، مثѧѧѧل المثلثѧѧѧات.  باسѧѧѧتخدام هѧѧѧذه البѧѧѧديهيات، يمكѧѧѧن لأقليѧѧѧدس

وأخيѧѧѧѧѧرًا، جѧѧѧѧѧاءت النظريѧѧѧѧѧات، التѧѧѧѧѧي هѧѧѧѧѧي نتѧѧѧѧѧائج منطقيѧѧѧѧѧة للبѧѧѧѧѧديهيات. بعѧѧѧѧѧض النظريѧѧѧѧѧات 
اسѧѧѧتغرقت وقتѧѧѧًا طѧѧѧويلاً للإثبѧѧѧات، بينمѧѧѧا كانѧѧѧت أخѧѧѧرى واضѧѧѧحة بشѧѧѧكل حدسѧѧѧي، مثѧѧѧل البيѧѧѧان 
الѧѧѧذي يمكѧѧѧن أن تلتقѧѧѧي فيѧѧѧه خطѧѧѧين مسѧѧѧتقيمين متميѧѧѧزين فѧѧѧي نقطѧѧѧة واحѧѧѧدة علѧѧѧى الأكثѧѧѧر. 

مكѧѧѧن تقѧѧѧديم دليѧѧѧل علѧѧѧى ذلѧѧѧك بѧѧѧالافتراض أولاً أن البيѧѧѧان غيѧѧѧر صѧѧѧحيح ومѧѧѧن ثѧѧѧم إظهѧѧѧار أن ي
هѧѧѧѧذا الافتѧѧѧѧراض يѧѧѧѧؤدي إلѧѧѧѧى تنѧѧѧѧاقض. لѧѧѧѧذلك دعونѧѧѧѧا نفتѧѧѧѧرض أن الخطѧѧѧѧين يلتقيѧѧѧѧان فѧѧѧѧي 

، وهѧѧѧѧو Qو  P. ثѧѧѧѧم سѧѧѧѧيكون هنѧѧѧѧاك علѧѧѧѧى الأقѧѧѧѧل خطѧѧѧѧين عبѧѧѧѧر Qو  Pنسѧѧѧѧميهما  -نقطتѧѧѧѧين 
ون افتراضѧѧѧنا خاطئѧѧѧًا. هѧѧѧذا مثѧѧѧال . لѧѧѧذلك يجѧѧѧب أن يكE1ѧѧѧمѧѧѧا يتعѧѧѧارض مѧѧѧع البديهيѧѧѧة الأولѧѧѧى 

أحѧѧѧد أفضѧѧѧل الأسѧѧѧلحة التѧѧѧي يمتلكهѧѧѧا الرياضѧѧѧي. نتيجѧѧѧة أخѧѧѧرى  -علѧѧѧى الإثبѧѧѧات بالتنѧѧѧاقض 
، فѧѧѧѧإن الزوايѧѧѧѧا المتقابلѧѧѧѧة nو  mبخطѧѧѧѧين متѧѧѧѧوازيين  lللبѧѧѧѧديهيات هѧѧѧѧي أنѧѧѧѧه إذا التقѧѧѧѧى خѧѧѧѧط 

 nو  mدرجѧѧѧة، فѧѧѧإن الخطѧѧѧين  ١٨٠أكبѧѧѧر مѧѧѧن  α + γ). إذا كانѧѧѧت ٩متسѧѧѧاوية (الشѧѧѧكل 
أصѧѧѧغر مѧѧѧن  α + γ. بالمثѧѧѧل، إذا كانѧѧѧت E5؛ وهѧѧѧذا نتيجѧѧѧة لѧѧѧـ lعلѧѧѧى يسѧѧѧار  سѧѧѧيتقاطعان

. γ = 180 - αدرجѧѧѧѧة. لѧѧѧѧذلك، lسѧѧѧѧيتقاطعان علѧѧѧѧى يمѧѧѧѧين  nو  mدرجѧѧѧѧة، فѧѧѧѧإن  ١٨٠
  .α = β :، وبالتالي β + γ = 180 درجةعلاوة على ذلك،

فѧѧѧѧѧي عمليѧѧѧѧѧة بنѧѧѧѧѧاء الإثباتѧѧѧѧѧات الرياضѧѧѧѧѧية، نحتѧѧѧѧѧاج إلѧѧѧѧѧى  الانشѧѧѧѧѧاءات الهندسѧѧѧѧѧية :)٣-٣-١(
إنشѧѧѧاء أشѧѧѧكال هندسѧѧѧية محѧѧѧددة، يعتبѧѧѧر الإنشѧѧѧاء بمثابѧѧѧة تحويѧѧѧل للكيѧѧѧان المجѧѧѧرد إلѧѧѧى شѧѧѧكل 

  .ملموس
خѧѧѧѧلال العصѧѧѧѧر اليونѧѧѧѧاني القѧѧѧѧديم، كانѧѧѧѧت الإنشѧѧѧѧاءات  :أدوات الإنشѧѧѧѧاءات الإقليديѧѧѧѧة)٤-٣-١(

 :أساسيتين فقطالهندسية للأشكال والأطوال محدودة باستخدام أداتين 
 يجب أن تكون مسطرة بدون أي علامات تقسيم أو قياس :المسطرة. 
 عدة انواع من الفرجارات:ن لدى الإغريق كا :الفرجار 

 بينمѧѧѧا ثابѧѧѧت السѧѧѧاقين أحѧѧѧد  ،يتكѧѧѧون مѧѧѧن سѧѧѧاقين متصѧѧѧلتين بمفصѧѧѧل :الفرجѧѧѧار العѧѧѧادي. ١
 ونقѧѧѧѧѧل الأطѧѧѧѧѧوال، وقيѧѧѧѧѧاس والأقѧѧѧѧѧواس، الѧѧѧѧѧدوائر لرسѧѧѧѧѧم يسѧѧѧѧѧُتخدم .للتمديѧѧѧѧѧد قابѧѧѧѧѧل الآخѧѧѧѧѧر

  .المقاييس
 لنسѧѧخ يسѧѧُتخدم  السѧѧاقي أحد على بمقياس مزود لكنه العادي، الفرجار يشُبه الفرجار النسبي: . ٢

  .بدقة الأطوال بين النسب
يفقѧѧѧد هѧѧѧѧذا النѧѧѧوع مѧѧѧѧن الفرجѧѧѧارات قيѧѧѧѧاس نصѧѧѧѧف  المِقѧѧѧْوَاس (الفرجѧѧѧѧار القابѧѧѧل للطѧѧѧѧي):. ٣

يعنѧѧѧي أنѧѧѧه لا يمكنѧѧѧك إنشѧѧѧاء دائѧѧѧرة ثѧѧѧم نقѧѧѧل الفرجѧѧѧار وإنشѧѧѧاء  القطѧѧѧر بمجѧѧѧرد تحريكѧѧѧه. وهѧѧѧذا
 .دائرة أخرى بنفس نصف القطر

لا يمكѧѧѧѧن اسѧѧѧѧتخدام هѧѧѧѧذا الفرجѧѧѧѧار حتѧѧѧѧى لوضѧѧѧѧع علامѧѧѧѧات للمسѧѧѧѧافات عѧѧѧѧن طريѧѧѧѧق ضѧѧѧѧبط 
  .المسافة ثم تحريكه على طول المستقيمة
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يسѧѧѧѧُتخدم لرسѧѧѧѧم  ،يتكѧѧѧѧون مѧѧѧѧن ثلاثѧѧѧѧة أذرع متصѧѧѧѧلة بنقѧѧѧѧاط مفصѧѧѧѧلية :المثلثѧѧѧѧي الفرجѧѧѧѧار. ٤
 .المثلثات المتشابهة، ونقل الزوايا بدقة

بسѧѧѧѧѧѧѧبب الѧѧѧѧѧѧѧدور المحѧѧѧѧѧѧѧوري الѧѧѧѧѧѧѧذي لعبتѧѧѧѧѧѧѧه  :تسѧѧѧѧѧѧѧمية الإنشѧѧѧѧѧѧѧاءات الإقليديѧѧѧѧѧѧѧة)٥-٣-١(
الإنشѧѧѧѧѧѧاءات الهندسѧѧѧѧѧѧية اليونانيѧѧѧѧѧѧة فѧѧѧѧѧѧي كتѧѧѧѧѧѧاب "عناصѧѧѧѧѧѧر" لإقليѧѧѧѧѧѧدس، تعѧѧѧѧѧѧُرف هѧѧѧѧѧѧذه 

  .الإنشاءات أحيانًا باسم الإنشاءات الإقليدية
  
الإنشѧѧѧѧاءات فѧѧѧѧي صѧѧѧѧميم ثلاثѧѧѧѧة : كانѧѧѧѧت هѧѧѧѧذه المشѧѧѧѧاكل الهندسѧѧѧѧية المستعصѧѧѧѧية)٦-٣-١(

  :تحديات رياضية كلاسيكية ظلت عالقة لقرون
 .تقسيم مساحة دائرة إلى مربع بنفس المساحة :تربيع الدائرة .١
 .إنشاء مكعب آخر يكون حجمه ضعف حجم مكعب معطى :تضاعف المكعب .٢
تقسѧѧѧيم أي زاويѧѧѧة عشѧѧѧوائية إلѧѧѧى ثѧѧѧلاث زوايѧѧѧا  :تقسѧѧѧيم زاويѧѧѧة إلѧѧѧى ثلاثѧѧѧة أجѧѧѧزاء متسѧѧѧاوية .٣

   .اويةمتس
لѧѧم يѧѧتمكن الإغريѧѧق مѧѧن حѧѧل هѧѧذه المشѧѧاكل. ولѧѧم يثبѧѧت اسѧѧتحالة حѧѧل هѧѧذه المشѧѧاكل فعليѧѧًا 

    .وفقًا للقيود المفروضة إلا في القرنين الثامن عشر والتاسع عشر
  
: كانѧѧѧѧѧѧت أدوات الإنشѧѧѧѧѧѧاءات القيѧѧѧѧѧѧود المفروضѧѧѧѧѧѧة علѧѧѧѧѧѧى الانشѧѧѧѧѧѧاءات الاقليديѧѧѧѧѧѧة)٧-٣-١(

علѧѧѧى أنѧѧѧواع الإنشѧѧѧاءات الممكنѧѧѧة. تتوافѧѧѧق الإقليديѧѧѧة محѧѧѧدودة للغايѧѧѧة، ممѧѧѧا فѧѧѧرض قيѧѧѧودًا 
  :هذه القيود مع المسلمات الثلاث الأولى لإقليدس

 .رسم خط مستقيم يوصل بين أي نقطتين .١
 .تمديد أي قطعة خط مستقيم إلى ما لا نهاية بشكل مستمر في خط مستقيم .٢
  .رسم دائرة بأي مركز ونصف قطر .٣

ѧѧѧѧْطرة ومِقѧѧѧѧتخدام مسѧѧѧѧط باسѧѧѧѧمح فقѧѧѧѧُان يسѧѧѧѧر، كѧѧѧѧى آخѧѧѧѧبمعن (يѧѧѧѧل للطѧѧѧѧار قابѧѧѧѧفرج) وَاس
لإنشѧѧѧѧاء الأشѧѧѧѧكال الهندسѧѧѧѧية. لѧѧѧѧم يسѧѧѧѧُمح باسѧѧѧѧتخدام أي أدوات قيѧѧѧѧاس دقيقѧѧѧѧة أو مسѧѧѧѧاطر 

   .ذات علامات
بسѧѧѧبب هѧѧѧذه القيѧѧѧود، لѧѧѧم يكѧѧѧن مѧѧѧن الممكѧѧѧن لليونѧѧѧانيين حѧѧѧل المشѧѧѧاكل الهندسѧѧѧية الثلاثيѧѧѧة 
المѧѧѧذكورة أعѧѧѧلاه. وفѧѧѧي النهايѧѧѧة، أثبѧѧѧت علمѧѧѧاء رياضѧѧѧيات لاحقѧѧѧون فѧѧѧي القѧѧѧرنين الثѧѧѧامن 

شѧѧѧѧѧѧر والتاسѧѧѧѧѧѧع عشѧѧѧѧѧѧر اسѧѧѧѧѧѧتحالة حѧѧѧѧѧѧل هѧѧѧѧѧѧذه المشѧѧѧѧѧѧاكل باسѧѧѧѧѧѧتخدام أدوات الإنشѧѧѧѧѧѧاءات ع
    .الإقليدية

  
  بعض الانشاءات الممكنة باستخدام المسطرة والفرجار)٨-٣-١(
  رسم منصف عمودي لقطعة خط مستقيم :١إنشاء. 
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  اءѧѧѧѧѧѧك  :٢إنشѧѧѧѧѧѧوي تلѧѧѧѧѧѧط لا يحتѧѧѧѧѧѧى خѧѧѧѧѧѧة إلѧѧѧѧѧѧة معينѧѧѧѧѧѧن نقطѧѧѧѧѧѧودي مѧѧѧѧѧѧط عمѧѧѧѧѧѧم خѧѧѧѧѧѧرس
 .النقطة

  اءѧѧѧѧط  :٣إنشѧѧѧѧم خѧѧѧѧةرسѧѧѧѧة معينѧѧѧѧد نقطѧѧѧѧى عنѧѧѧѧط معطѧѧѧѧى خѧѧѧѧودي علѧѧѧѧعم P  ىѧѧѧѧعل
 .الخط

  تقسيم زاوية عشوائية إلى نصفين :٤إنشاء. 
  نسخ زاوية معينة إلى شعاع معين برأس معين :٥إنشاء.  

  

  )IV(الشكل 
  

  اءѧѧѧѧط :٦إنشѧѧѧѧى خѧѧѧѧالنظر إلѧѧѧѧب l ةѧѧѧѧونقط P ىѧѧѧѧت علѧѧѧѧليس l  طѧѧѧѧم خѧѧѧѧا رسѧѧѧѧيمكنن ،
  .ويكون موازياً للخط المعطى P يمر عبر

  رسم مثلث متساوي الأضلاع :٧إنشاء.   
  رسم مربع :٨إنشاء.   
  رسم مسدس منتظم :٩إنشاء. 

                                                                                
 

 
 
 
 
 
 
 
  

  ي)ــــ(الفصل الثان
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  للهندســة اللاإقليــدية:القسم الاول:)١-٢(
  

فѧѧي القѧѧرن التاسѧѧع عشѧѧر، اتخѧѧذ العديѧѧد مѧѧن علمѧѧاء الرياضѧѧيات نهجѧѧًا مغѧѧايرًا. افترضѧѧوا خطѧѧأ 
الفرضية الخامسة، لكنهم استنتجوا لاحقѧѧًا أن النظريѧѧات الناتجѧѧة تتعلѧѧق بهندسѧѧة جديѧѧدة غيѧѧر 

    .إقليدية
قام كل من كارل فريدريش جاوس، وجانوس بولياي، ونيكѧѧولاي إيفѧѧانوفيتش لوباتشيفسѧѧكي 

    .وة الحاسمة بشكل مستقل، وفي نفس الوقت تقريبًابهذه الخط
تعѧѧѧѧد عمليѧѧѧѧة تمثيѧѧѧѧل البيانѧѧѧѧات وتصѧѧѧѧورها البيѧѧѧѧاني مѧѧѧѧن أهѧѧѧѧم المهѧѧѧѧام التѧѧѧѧي تشѧѧѧѧغل بѧѧѧѧال 
المجتمعѧѧѧѧات البحثيѧѧѧѧة فѧѧѧѧي مجѧѧѧѧال معالجѧѧѧѧة المعѧѧѧѧرف وفѧѧѧѧي هѧѧѧѧذا السѧѧѧѧياق، تلعѧѧѧѧب الهندسѧѧѧѧة 

يمة الإقليديѧѧѧѧة  ومبادئهѧѧѧѧا الأساسѧѧѧѧية دوراً محوريѧѧѧѧاً فѧѧѧѧي رسѧѧѧѧم النقѧѧѧѧاط والخطѧѧѧѧوط المسѧѧѧѧتق
والѧѧѧѧدوائر والمسѧѧѧѧتطيلات والخطѧѧѧѧوط المتوازيѧѧѧѧة. وتقѧѧѧѧدم لنѧѧѧѧا إحѧѧѧѧدى مبرهناتهѧѧѧѧا الشѧѧѧѧهيرة 

درجѧѧѧة كمѧѧѧا هѧѧѧو موضѧѧѧح  ١٨٠حقيقѧѧѧة مفادهѧѧѧا بѧѧѧأن مجمѧѧѧوع زوايѧѧѧا المثلѧѧѧث يسѧѧѧاوي دائمѧѧѧاً 
معبѧѧѧر عنهѧѧѧا . وعلѧѧѧى نحѧѧѧو مماثѧѧѧل، تعѧѧѧُد مبرهنѧѧѧة فيثѧѧѧاغورس الشѧѧѧهيرة، وال١فѧѧѧي الشѧѧѧكل 

૛ࢇ  :بالمعادلѧѧѧѧة + ૛࢈ = مثѧѧѧѧالاً بѧѧѧѧارزاً آخѧѧѧѧر علѧѧѧѧى تطبيقѧѧѧѧات الهندسѧѧѧѧة الإقليديѧѧѧѧة   ،  ૛ࢉ
 .٢كما هو موضح في الشكل 

لكن تواجهنا إشكالية عند تطبيق الهندسة الإقليدية على الأشكال غير المستوية، علѧѧى سѧѧبيل 
. وقѧѧد دفѧѧع هѧѧذا الأمѧѧر إلѧѧى إعѧѧادة النظѧѧر فѧѧي مبѧѧادئ ٣المثѧѧال المسѧѧتطيل الموضѧѧح فѧѧي الشѧѧكل 

ѧѧѧѧة، وهѧѧѧѧة الإقليديѧѧѧѧاوس (الهندسѧѧѧѧل غѧѧѧѧارزون مثѧѧѧѧاء بѧѧѧѧه علمѧѧѧѧام بѧѧѧѧا قѧѧѧѧ١٨٥٥-١٧٧٥و م (
). ١٨٦٦-١٨٢٦) وريمѧѧѧѧان (١٨٦٠-١٨٠٢) وبوليѧѧѧѧاي (١٨٥٦-١٧٩٢ولوباشيفسѧѧѧѧكي (

حيث لاحظوا وجود غموض في مبدأ التѧѧوازي الإقليѧѧدي الѧѧذي يѧѧنص علѧѧى أنѧѧه لا يمكѧѧن رسѧѧم 
ء سѧѧوى خѧѧط متѧѧوازي واحѧѧد فقѧѧط يمѧѧر بنقطѧѧة معينѧѧة خѧѧارج الخѧѧط المسѧѧتقيم. وقѧѧد سѧѧعى هѧѧؤلا

العلمѧѧѧاء لإثبѧѧѧات ذلѧѧѧك مѧѧѧن خѧѧѧلال نفѧѧѧي هѧѧѧذه المبѧѧѧادئ. وعلѧѧѧى سѧѧѧبيل المثѧѧѧال، حѧѧѧاول كѧѧѧل مѧѧѧن 
) رسѧѧѧم أكثѧѧѧر مѧѧѧن خѧѧѧط متѧѧѧوازي ١٨٦٠-١٨٠٢) وبوليѧѧѧاي (١٨٥٦-١٧٩٢لوباشيفسѧѧѧكي (

. يعُرف هѧѧذا التصѧѧور بѧѧـ ٤واحد يمر بنقطة خارج الخط المستقيم، كما هو موضح في الشكل 
، شѧѧهد هѧѧذا المجѧѧال اهتمامѧѧاً متزايѧѧداً، حيѧѧث تѧѧتم "هندسة سمارانداش". وفي الآونة الأخيѧѧرة

بهѧѧدف تصѧѧورها مѧѧن  (NeutroAlgebra) دراسة هѧѧذه النظريѧѧة باسѧѧتخدام الجبѧѧر المتعѧѧادل
فѧѧي إطѧѧار الهندسѧѧة غيѧѧر الإقليديѧѧة، لا  .NeutroGeometry) خѧѧلال "هندسѧѧة المتعѧѧادل"  

 عمليѧѧة تبادليѧѧةبالضѧѧرورة  A ثѧѧم العѧѧودة إلѧѧى B إلѧѧى النقطѧѧة A يعѧѧُد الانتقѧѧال مѧѧن النقطѧѧة
(commutative operation)   زمنѧѧة والѧѧافة المقطوعѧѧف المسѧѧد تختلѧѧر، قѧѧى آخѧѧبمعن

 ً  → B) مقارنѧѧة بالانتقѧѧال المباشѧѧر (A → B → A) المسѧѧتغرق عنѧѧد الانتقѧѧال ذهابѧѧاً وإيابѧѧا
A)  ،اءѧѧي الفضѧѧرك فѧѧر المتحѧѧويعزى هذا الاختلاف إلى اعتماد الخصائص الديناميكية للعنص

    .وتغيراته الزمنية (momentum) م الحركيبما في ذلك الزخ
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فѧѧѧي قطعѧѧѧه.  لإدراك هѧѧѧذا المفهѧѧѧوم بشѧѧѧكل أفضѧѧѧل، يمكننѧѧѧا تشѧѧѧبيه ذلѧѧѧك بمسѧѧѧار محѧѧѧدد نرغѧѧѧب
مѧѧѧع تѧѧѧراكم الѧѧѧزمن، يتعѧѧѧرض العنصѧѧѧر لإجهѧѧѧاد يѧѧѧؤثر علѧѧѧى الѧѧѧزخم الحركѧѧѧي، ممѧѧѧا يسѧѧѧتدعي 
تقسѧѧѧѧيم المسѧѧѧѧار إلѧѧѧѧى وحѧѧѧѧدات أصѧѧѧѧغر بشѧѧѧѧكل متѧѧѧѧوالٍ (نصѧѧѧѧف، ربѧѧѧѧع، ثمѧѧѧѧن، إلѧѧѧѧخ). وبنѧѧѧѧاءً 
علѧѧѧى قواعѧѧѧد الهندسѧѧѧة الѧѧѧلا تبادليѧѧѧة، قѧѧѧد يتطلѧѧѧب إكمѧѧѧال المسѧѧѧافة مجموعѧѧѧة لا متناهيѧѧѧة مѧѧѧن 

    .هذه التقسيمات الجزئية
ه الأمثلѧѧѧة الضѧѧѧوء علѧѧѧى أهميѧѧѧة تحليѧѧѧل الأنظمѧѧѧة التѧѧѧي لا تنطبѧѧѧق عليهѧѧѧا مبѧѧѧادئ تسѧѧѧلط هѧѧѧذ

 (AB ≠ BA) الهندسѧѧة الإقليديѧѧة التقليديѧѧة، حيѧѧث لا يسѧѧاوي الانتقѧѧال ذهابѧѧѧًا وإيابѧѧًا
الانتقѧѧѧال المباشѧѧѧر. ومѧѧѧن خѧѧѧلال الاسѧѧѧتعانة بمبѧѧѧادئ الهندسѧѧѧة غيѧѧѧر الإقليديѧѧѧة، يمكѧѧѧن إجѧѧѧراء 

  .تحليل دقيق لهذه الأنظمة
  دال في الهندســة اللاإقليـدية: )الج١-١-٢(
 فكرة هندسة جديدة كهذه هزت أركان الرياضيات والعلوم.   
  داѧѧѧة. بѧѧاط العلميѧѧي الأوسѧѧѧرة فѧѧاؤلات كبيѧѧدلا وتسѧѧѧة جѧѧر الإقليديѧѧة غيѧѧѧاف الهندسѧѧار اكتشѧѧأث

هѧѧѧѧѧذا الѧѧѧѧѧنمط الهندسѧѧѧѧѧي الجديѧѧѧѧѧد غريبѧѧѧѧѧا فѧѧѧѧѧي البداية(خاصѧѧѧѧѧة فѧѧѧѧѧي الاسѧѧѧѧѧبوع الاول مѧѧѧѧѧن 
ѧѧѧى الإجمѧѧѧر إلѧѧѧاف)، وافتقѧѧѧة الاكتشѧѧѧات محتملѧѧѧور تناقضѧѧѧتحالة ظهѧѧѧه واسѧѧѧول ديمومتѧѧѧاع ح

 في المستقبل.
  .ولكن، تمّ حل الشكوك من خلال اكتشاف نماذج للهندسة الجديدة 

تظهѧѧѧѧر ظѧѧѧѧاهرة مشѧѧѧѧابهة فѧѧѧѧي الإدراك المعرفѧѧѧѧي البشѧѧѧѧري، حيѧѧѧѧث يمكѧѧѧѧن أن توجѧѧѧѧد حѧѧѧѧالات 
ѧѧѧى ذلѧѧاءً علѧѧر. وبنѧѧار المباشѧѧѧن المسѧѧدة عѧѧرار بعيѧѧة قѧѧѧن نقطѧѧق مѧѧة تنطلѧѧددة متوازيѧѧك، متع

تنشѧѧѧѧѧأ إشѧѧѧѧѧكالية عنѧѧѧѧѧد التعامѧѧѧѧѧل مѧѧѧѧѧع الإدراك البشѧѧѧѧѧري ومѧѧѧѧѧا يѧѧѧѧѧرتبط بѧѧѧѧѧه مѧѧѧѧѧن احتمѧѧѧѧѧالات 
مѧѧѧن Nagarjuna كموميѧѧѧة، والتѧѧѧي تتѧѧѧأثر بالعقѧѧѧل الѧѧѧواعي واللاواعѧѧѧي، كمѧѧѧا ناقشѧѧѧها 

  .منظور فلسفي
  :وتتجلى هذه الاحتمالات المتعددة على النحو التالي)٢-١-٢(

 .الوقتوجود كلتا الحالتين (المسارات المتوازية) في نفس  .١
 .عدم وجود أي حالة (مسار) ممكنة في هذه الحالة .٢
 .إمكانية وجود إحدى الحالتين (المسارات) أو عدم وجودهما في آن واحد (تراكب احتمالي) .٣
 .استحالة وجود أي من الحالتين (المسارات) على الإطلاق .٤

بالاختيار بين يخلق هذا التعدد في الاحتمالات حالة من عدم اليقين المعرفي فيما يتعلق 
المسارات المختلفة في إطار الحالة الكمومية للقرار، والتي يمكن وصفها على النحو 

 :التالي
a. يمكن أن تنشأ هذه الحالات (المسارات المتوازية) بشكل مستقل بذاتها. 
b. يمكن أن تنشأ هذه الحالات (المسارات المتوازية) نتيجة عوامل خارجية. 
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c.  (المسارات المتوازية) نتيجة كل من العوامل الداخلية يمكن أن تنشأ هذه الحالات
 ً  .والخارجية معا

d. (المسارات المتوازية) استحالة نشأة أي من هذه الحالات.  
لتحليѧѧѧل هѧѧѧذه الأنمѧѧѧاط المعقѧѧѧدة لѧѧѧلإدراك البشѧѧѧري، والتѧѧѧي قѧѧѧد تتضѧѧѧمن مفѧѧѧاهيم فلسѧѧѧفية مثѧѧѧل 

يѧѧѧѧر الإقليديѧѧѧѧة "حقيقѧѧѧѧة فѧѧѧѧوق الѧѧѧѧوعي" أو "حالѧѧѧѧة تورييѧѧѧѧا"، يلѧѧѧѧزم الاسѧѧѧѧتعانة بالهندسѧѧѧѧة غ
وجبرهѧѧѧѧا. حتѧѧѧѧى تصѧѧѧѧور التسلسѧѧѧѧل الهرمѧѧѧѧي لأي مجموعѧѧѧѧة بيانѧѧѧѧات، سѧѧѧѧواءً علѧѧѧѧى شѧѧѧѧكل 
شѧѧѧѧجرة أو رسѧѧѧѧم بيѧѧѧѧاني، يتطلѧѧѧѧب أيضѧѧѧѧاً تطبيѧѧѧѧق مبѧѧѧѧادئ الهندسѧѧѧѧة غيѧѧѧѧر الإقليديѧѧѧѧة. ويعѧѧѧѧود 
سѧѧѧѧبب ذلѧѧѧѧك إلѧѧѧѧى أن هѧѧѧѧذا النѧѧѧѧوع مѧѧѧѧن البيانѧѧѧѧات يحتѧѧѧѧاج إلѧѧѧѧى عѧѧѧѧدد كبيѧѧѧѧر جѧѧѧѧداً مѧѧѧѧن القمѧѧѧѧم 

)(2nلѧѧѧѧلتمثي n ة الѧѧѧѧل عمليѧѧѧѧا يجعѧѧѧѧر، ممѧѧѧѧة عنصѧѧѧѧتخدام الهندسѧѧѧѧعبة باسѧѧѧѧور صѧѧѧѧتص
الإقليديѧѧѧة. وبالتѧѧѧالي، يلѧѧѧزم توظيѧѧѧف فضѧѧѧاء غيѧѧѧر إقليѧѧѧدي أو فضѧѧѧاء ذي أبعѧѧѧاد أسѧѧѧية لتحليѧѧѧل 
كميѧѧѧات كبيѧѧѧرة مѧѧѧن البيانѧѧѧات. وبѧѧѧالنظر إلѧѧѧى تطѧѧѧور مجѧѧѧالات المعرفѧѧѧة المختلفѧѧѧة، يُعѧѧѧد هѧѧѧذا 

  .النهج ضرورياً لمواكبة التحديات الجديدة
يم الجديѧѧѧѧѧدة فѧѧѧѧѧي مجѧѧѧѧѧال الهندسѧѧѧѧѧة غيѧѧѧѧѧر يهѧѧѧѧѧدف هѧѧѧѧѧذا البحѧѧѧѧѧث إلѧѧѧѧѧى تقѧѧѧѧѧديم بعѧѧѧѧѧض المفѧѧѧѧѧاه

الإقليديѧѧѧة، مѧѧѧѧع أمثلѧѧѧѧة واقعيѧѧѧة لتوضѧѧѧѧيحها وإثѧѧѧѧارة الاهتمѧѧѧѧام بالدراسѧѧѧة المتعمقѧѧѧѧة فѧѧѧѧي هѧѧѧѧذا 
  المجال. 

  
  
  
  
  
  
 

Fig. 1. The sum of angle in the given triangle is 180° as per 
Euclidean geometry 
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Fig. 2. The Pythagorean theorem which stated ࢇ૛ + ૛࢈ =  ૛usingࢉ
Euclidean geometry. 
 

 
Fig. 3. An example of non-Euclidean geometry 
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Fig. 4. The alternative of Euclid parallel postulates 
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࢞                       P                     y        
 

 ࣂ  ࣂ    
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Fig. 5. The three parallel lines from a given point not the straight 
line 

 
  اتــــــــــانواع الهندس(3-1-2)

تكمѧѧѧن الصѧѧѧعوبة الأولѧѧѧى التѧѧѧي يواجههѧѧѧا البѧѧѧاحثون فѧѧѧي مجѧѧѧال الهندسѧѧѧة فѧѧѧي شѧѧѧرح الفѧѧѧرق 
  ٦ لبѧѧѧين الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧѧة والهندسѧѧѧة غيѧѧѧر الإقليديѧѧѧة وتصѧѧѧورها بصѧѧѧرياً. يوضѧѧѧح الشѧѧѧك

الفѧѧѧѧرق بѧѧѧѧين الهندسѧѧѧѧة الزائديѧѧѧѧة والإقليديѧѧѧѧة والإهليجيѧѧѧѧة بهѧѧѧѧدف معالجѧѧѧѧة هѧѧѧѧذه العقبѧѧѧѧة. 
وبنѧѧاءً علѧѧى ذلѧѧك، يصѧѧبح مѧѧن الممكѧѧن تصѧѧور الرسѧѧم غيѧѧر الإقليѧѧدي الموضѧѧح فѧѧي الشѧѧكل 

   .باستخدام مفهوم الفضاء الزائدي ٣
  
  
  
  
  
  
  

Hyperbolic               Euclidean                Elhptic 
Fig. 6. The difference between Euclidean and non-Euclidean 

geometry 
(hyperbolic and elliptic) 

      
 

:(Spherical Geometry) هندســـة المجال الكروي  (4-1-2) 
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تشѧѧѧѧѧُكل هندسѧѧѧѧѧة المجѧѧѧѧѧال الكѧѧѧѧѧروي، التѧѧѧѧѧي تعѧѧѧѧѧرف أيضѧѧѧѧѧًا بالهندسѧѧѧѧѧة الإهليلجيѧѧѧѧѧة، فرعѧѧѧѧѧًا 
الهندسѧѧѧة يركѧѧѧز علѧѧѧى دراسѧѧѧة خصѧѧѧائص الأشѧѧѧكال الهندسѧѧѧية الموضѧѧѧوعة متخصصѧѧѧًا مѧѧѧن 

علѧѧѧѧى سѧѧѧѧطح كѧѧѧѧرة. وعلѧѧѧѧى عكѧѧѧѧس البѧѧѧѧديهيات الأساسѧѧѧѧية التѧѧѧѧي تحكѧѧѧѧم الهندسѧѧѧѧة الإقليديѧѧѧѧة 
التقليديѧѧѧة، فѧѧѧإن العديѧѧѧد مѧѧѧن المعتقѧѧѧدات الأساسѧѧѧية حѧѧѧول المثلثѧѧѧات، بمѧѧѧا فѧѧѧي ذلѧѧѧك فرضѧѧѧيات 

لمجѧѧѧال الكѧѧѧروي، إقليѧѧѧدس ومبرهنѧѧѧة فيثѧѧѧاغورس، لا تصѧѧѧمد أمѧѧѧام الاختبѧѧѧار علѧѧѧى سѧѧѧطح ا
وعلѧѧى الѧѧѧرغم مѧѧن اختلافهѧѧѧا عѧѧن الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧة التѧѧѧي  .٧كمѧѧا هѧѧو موضѧѧѧح فѧѧي الشѧѧѧكل

تتعامѧѧѧل مѧѧѧع الأشѧѧѧكال المسѧѧѧتوية والخطѧѧѧوط المسѧѧѧتقيمة، فѧѧѧإن هندسѧѧѧة المجѧѧѧال تحѧѧѧافظ علѧѧѧى 
مفهѧѧѧѧوم النقѧѧѧѧاط والخطѧѧѧѧوط والزوايѧѧѧѧا ولكѧѧѧѧن بتعريفѧѧѧѧات تتناسѧѧѧѧب مѧѧѧѧع سѧѧѧѧطح الكѧѧѧѧرة. علѧѧѧѧى 

مسѧѧѧتقيم" بѧѧѧين نقطتѧѧѧين علѧѧѧى سѧѧѧطح الكѧѧѧرة بأنѧѧѧه دائѧѧѧرة سѧѧѧبيل المثѧѧѧال، يعѧѧѧُرّف "الخѧѧѧط ال
عظمѧѧѧى، وهѧѧѧي أكبѧѧѧر دائѧѧѧرة يمكѧѧѧن رسѧѧѧمها علѧѧѧى سѧѧѧطح الكѧѧѧرة تمѧѧѧر بѧѧѧالنقطتين المعطѧѧѧاتين. 
يعُتبѧѧѧر هѧѧѧذا الخѧѧѧط المسѧѧѧتقيم فѧѧѧي الواقѧѧѧع الإسѧѧѧقاط الفضѧѧѧائي للخѧѧѧط المسѧѧѧتقيم ثلاثѧѧѧي الأبعѧѧѧاد 

  الواقع على المستوى الذي يحيط بالكرة.
تختلѧѧѧف عѧѧѧن الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧѧة النموذجيѧѧѧة بعѧѧѧدة جوانѧѧѧب مѧѧѧع ذلѧѧѧك، فѧѧѧإن هندسѧѧѧة المجѧѧѧال 

  جوهرية:
علѧѧѧى عكѧѧѧس الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧѧة التѧѧѧي تحتѧѧѧوي خطѧѧѧوط لا  :عѧѧѧدم وجѧѧѧود خطѧѧѧوط متوازيѧѧѧة .١

تلتقѧѧѧي مهمѧѧѧا امتѧѧѧدت، لا توجѧѧѧد خطѧѧѧوط متوازيѧѧѧة علѧѧѧى الإطѧѧѧلاق فѧѧѧي هندسѧѧѧة المجѧѧѧال. ففѧѧѧي 
تقѧѧѧѧابلتين الواقѧѧѧѧع، تتقѧѧѧѧاطع جميѧѧѧѧع الѧѧѧѧدوائر العظمѧѧѧѧى علѧѧѧѧى سѧѧѧѧطح الكѧѧѧѧرة فѧѧѧѧي نقطتѧѧѧѧين م

 .(أضداد) على سطح الكرة
فѧѧѧي المثلثѧѧѧات الإقليديѧѧѧة، مجمѧѧѧوع زوايѧѧѧا المثلѧѧѧث  :درجѧѧѧة ١٨٠مجمѧѧѧوع زوايѧѧѧا أكبѧѧѧر مѧѧѧن  .٢

درجѧѧѧة. لكѧѧѧن الأمѧѧѧر يختلѧѧѧف فѧѧѧي هندسѧѧѧة المجѧѧѧال، حيѧѧѧث أن مجمѧѧѧوع  ١٨٠يسѧѧѧاوي دائمѧѧѧا 
 .درجة ١٨٠زوايا المثلث (كل ضلع منه قوس دائرة عظمى) يكون أكبر من 

علѧѧѧى عكѧѧѧس الخطѧѧѧوط المسѧѧѧتقيمة التѧѧѧي تمتѧѧѧد إلѧѧѧى  :ق محѧѧѧدودةأطѧѧѧوال الخطѧѧѧوط والمنѧѧѧاط .٣
مѧѧѧا لا نهايѧѧѧة فѧѧѧي الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧѧة، فѧѧѧإن تقѧѧѧاطيع الخطѧѧѧوط المسѧѧѧتقيمة (والممثلѧѧѧة هنѧѧѧا 
بقياسѧѧѧات أقѧѧѧواس الѧѧѧدوائر العظمѧѧѧى) علѧѧѧى سѧѧѧطح المجѧѧѧال لهѧѧѧا طѧѧѧول محѧѧѧدود. وبالمثѧѧѧل، 

  .فإن المساحات على سطح الكرة محدودة أيضًا
تعѧѧѧѧد هندسѧѧѧѧة المجѧѧѧѧال مفيѧѧѧѧدة  المجѧѧѧѧال وشѧѧѧѧيوع اسѧѧѧѧتخدامها:فائѧѧѧѧدة هندسѧѧѧѧة (1-4-1-2)

للغايѧѧѧѧة فѧѧѧѧي حسѧѧѧѧابات دقيقѧѧѧѧة تتعلѧѧѧѧق بقيѧѧѧѧاس الزوايѧѧѧѧا والمسѧѧѧѧاحة والمسѧѧѧѧافة علѧѧѧѧى سѧѧѧѧطح 
الأرض. كمѧѧѧا أنهѧѧѧا تلعѧѧѧب دورًا رئيسѧѧѧيًا فѧѧѧي دراسѧѧѧة علѧѧѧم الفلѧѧѧك وعلѧѧѧم الكѧѧѧون والملاحѧѧѧة. 

ѧѧѧѧقاط المجسѧѧѧѧي الإسѧѧѧѧعة فѧѧѧѧات واسѧѧѧѧال تطبيقѧѧѧѧة المجѧѧѧѧد هندسѧѧѧѧك، تجѧѧѧѧى ذلѧѧѧѧافة إلѧѧѧѧمي بالإض
) المسѧѧѧѧѧѧتخدم فѧѧѧѧѧѧي مجѧѧѧѧѧѧالات التحليѧѧѧѧѧѧل المركѧѧѧѧѧѧب والجبѧѧѧѧѧѧر stereographic(الإسѧѧѧѧѧѧقاط 

  الخطي والهندسة الحسابية.
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وعلѧѧѧѧى الѧѧѧѧرغم مѧѧѧѧن أن الѧѧѧѧبعض قѧѧѧѧد لا يѧѧѧѧدركون ذلѧѧѧѧك، فإننѧѧѧѧا جميعѧѧѧѧًا تقريبѧѧѧѧًا نعتمѧѧѧѧد علѧѧѧѧى 
هندسѧѧѧة المجѧѧѧال فѧѧѧي حياتنѧѧѧا اليوميѧѧѧة. علѧѧѧى سѧѧѧبيل المثѧѧѧال، تسѧѧѧُتخدم هندسѧѧѧة المجѧѧѧال فѧѧѧي 

  ائرة أثناء الرحلة.تحديد أفضل مسار لط
فѧѧѧѧي هندسѧѧѧѧة المجѧѧѧѧال، يُطلѧѧѧѧق  :المسافـــѧѧѧѧـة فѧѧѧѧي هندســـѧѧѧѧـة المجѧѧѧѧال الكѧѧѧѧروي(2-4-1-2)

)، وهѧѧѧѧو بمثابѧѧѧѧة geodesicعلѧѧѧѧى أقصѧѧѧѧر مسѧѧѧѧافة بѧѧѧѧين نقطتѧѧѧѧين اسѧѧѧѧم خѧѧѧѧط جيوديسѧѧѧѧي (
المكѧѧѧافئ للقطعѧѧѧة المسѧѧѧتقيمة فѧѧѧي الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧѧة. يمثѧѧѧل الخѧѧѧط الجيوديسѧѧѧي فѧѧѧي هѧѧѧذه 

  الحالة قوسًا من دائرة عظمى.
يѧѧѧѧتم تعريѧѧѧѧف الزاويѧѧѧѧة بѧѧѧѧين خطѧѧѧѧين جيوديسѧѧѧѧيين علѧѧѧѧى أنهѧѧѧѧا  المساحـــــѧѧѧѧـة:(3-4-1-2)

الزاويѧѧѧѧѧة بѧѧѧѧѧين مسѧѧѧѧѧتويي الѧѧѧѧѧدائرتين العظمتѧѧѧѧѧين اللتѧѧѧѧѧان تمѧѧѧѧѧثلان الخطѧѧѧѧѧين الجيوديسѧѧѧѧѧيين. 
تحُسѧѧѧب قيمѧѧѧة هѧѧѧذه الزاويѧѧѧة بالطريقѧѧѧة المعتѧѧѧادة فѧѧѧي حسѧѧѧاب الزوايѧѧѧا، ويمكѧѧѧن أن تتѧѧѧراوح 

  درجة. ١٨٠درجة و  ٠قيمتها بين 
 ث الѧѧѧѧون المثلѧѧѧѧرة وتكѧѧѧѧطح الكѧѧѧѧى سѧѧѧѧه علѧѧѧѧع رؤوسѧѧѧѧث" تقѧѧѧѧن "مثلѧѧѧѧارة عѧѧѧѧو عبѧѧѧѧروي هѧѧѧѧك

 أضلاعه عبارة عن خطوط جيوديسية على نفس السطح.
عѧѧѧد عمليѧѧѧة حسѧѧѧاب مسѧѧѧاحة المثلѧѧѧث الكѧѧѧروي إحѧѧѧدى أهѧѧѧم التطبيقѧѧѧات الأساسѧѧѧية ت نظريѧѧѧة:

، γ و α ، β لهندسѧѧة المجѧѧال. إذا كѧѧان المثلѧѧث الكѧѧروي لѧѧه زوايѧѧا قياسѧѧها (بالراديѧѧان)
 :تساويفإن مساحته 

(α + β + γ - π) × R²  اتѧѧن مثلثѧѧرة مѧѧطح الكѧѧى سѧѧلع علѧѧوين أي مضѧѧن تكѧѧأي يمك
  تتشارك في الأضلاع.

فѧѧѧي إطѧѧѧار هندسѧѧѧة المجѧѧѧال، تعѧѧѧُرّف الѧѧѧدائرة بأنهѧѧѧا أثѧѧѧر تقѧѧѧاطع مسѧѧѧتوٍ مѧѧѧع سѧѧѧطح الكѧѧѧرة، 
تمامѧѧѧѧًا كمѧѧѧѧا تعѧѧѧѧُرّف الѧѧѧѧدائرة فѧѧѧѧي الفضѧѧѧѧاء الإقليѧѧѧѧدي بأنهѧѧѧѧا أثѧѧѧѧر تقѧѧѧѧاطع مسѧѧѧѧتوٍ مѧѧѧѧع كѧѧѧѧرة. 

لجѧѧزء الѧѧداخلي للѧѧدائرة علѧѧى سѧѧطح الكѧѧرة يمثѧѧل القسѧѧم الواقѧѧع علѧѧى أحѧѧѧد وبالتѧѧالي، فѧѧإن ا
  جانبي خط التقاطع (المحيط الخارجي للدائرة)

  
 تحديد مساحة الدائرة على سطح الكرة:  )٤-٤-١-٢(

 :تعتمد مساحة الدائرة على سطح الكرة على عاملين رئيسيين
بنصѧѧѧف قطѧѧѧر الكѧѧѧرة يمثѧѧѧل هѧѧѧذا الثابѧѧѧت قيمѧѧѧة ثابتѧѧѧة خاصѧѧѧة  :(R) نصѧѧѧف قطѧѧѧر الكѧѧѧرة -١

 .الكاملة
يمثѧѧѧل هѧѧѧذا المتغيѧѧѧر قيمѧѧѧة نصѧѧѧف قطѧѧѧر  :(r) نصѧѧѧف قطѧѧѧر الѧѧѧدائرة علѧѧѧى سѧѧѧطح الكѧѧѧرة -٢

 .الدائرة المرسومة على سطح الكرة
بالإضѧѧѧافة إلѧѧѧى ذلѧѧѧك، يلعѧѧѧب اتجѧѧѧاه انحنѧѧѧاء الѧѧѧدائرة علѧѧѧى سѧѧѧطح الكѧѧѧرة دورًا مهمѧѧѧًا فѧѧѧي 

 .حساب مساحتها
 معادلة حساب مساحة الدائرة5)-1-4-(2

  :تحسب مساحة الدائرة على سطح الكرة باستخدام المعادلة التالية
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૛ૈࡾ . ࡾ) ± ૛ࡾ√ − ࢘૛)   
تمامѧѧѧًا كمѧѧѧا هѧѧѧو الحѧѧѧال علѧѧѧى سѧѧѧطح الأرض، حيѧѧѧث يصѧѧѧبح الخѧѧѧط المسѧѧѧتقيم فѧѧѧي النهايѧѧѧة 
دائѧѧѧѧرة عظمѧѧѧѧى، والمثلѧѧѧѧث هѧѧѧѧو فѧѧѧѧي الواقѧѧѧѧع مثلѧѧѧѧث كѧѧѧѧروي، فѧѧѧѧإن مصѧѧѧѧطلحي "خѧѧѧѧط" 
و"مثلѧѧѧث" يسѧѧѧتخدمان هنѧѧѧا بمعنѧѧѧى مختلѧѧѧف عѧѧѧن الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧѧة. فѧѧѧي هѧѧѧذا السѧѧѧياق، 

  .يُقصد بالـ "خط" دائرة عظمى، ويقُصد بالـ "مثلث" مثلث كروي
 .جميع المثلثات المتشابهة تكون متطابقة (أي لها نفس الحجم والشكل).١
.الخاصѧѧѧѧية المتعامѧѧѧѧدة فѧѧѧѧي هندسѧѧѧѧة المجѧѧѧѧال: شѧѧѧѧرط التقѧѧѧѧاء الخطѧѧѧѧوط المتعامѧѧѧѧدة علѧѧѧѧى ٢

 الأقطاب المتقابلة
فѧѧѧѧѧي سѧѧѧѧѧياق هندسѧѧѧѧѧة المجѧѧѧѧѧال، تعѧѧѧѧѧُد الخاصѧѧѧѧѧية المتعامѧѧѧѧѧدة بѧѧѧѧѧين الخطѧѧѧѧѧوط المسѧѧѧѧѧتقيمة 

ا. بѧѧѧالنظر إلѧѧѧى خѧѧѧط مسѧѧѧتقيم (دائѧѧѧرة عظمѧѧѧى) (الممثلѧѧѧة بѧѧѧدوائر عظمѧѧѧى) مفهومѧѧѧًا أساسѧѧѧيً 
 "، تنص هذه الخاصية على ما يلي:lيُرمز له بـ "

" علѧѧѧى سѧѧѧطح الكѧѧѧرة زوج مѧѧѧن النقѧѧѧاط المتقابلѧѧѧة lالأقطѧѧѧاب المتقابلѧѧѧة: يѧѧѧرتبط بكѧѧѧل خѧѧѧط "
 ).antipodal points(أضداد) التي تسمى "الأقطاب المتقابلة" (

آخѧѧѧѧѧر (دائѧѧѧѧѧرة عظمѧѧѧѧѧى) يكѧѧѧѧѧون  شѧѧѧѧѧرط التقѧѧѧѧѧاء الخطѧѧѧѧѧوط المتعامѧѧѧѧѧدة: لأي خѧѧѧѧѧط مسѧѧѧѧѧتقيم
"، فإنѧѧѧه يلѧѧѧزم أن يمѧѧѧر هѧѧѧذا الخѧѧѧط المتعامѧѧѧد عبѧѧѧر كلتѧѧѧا النقطتѧѧѧين lمتعامѧѧѧدًا مѧѧѧع الخѧѧѧط "

 المتقابلتين.
بتعبيѧѧѧѧر أدق، لا يمكѧѧѧѧن لخطѧѧѧѧين متعامѧѧѧѧدين علѧѧѧѧى سѧѧѧѧطح الكѧѧѧѧرة أن يتقاطعѧѧѧѧا فѧѧѧѧي نقطѧѧѧѧة 
واحѧѧѧѧѧدة فقѧѧѧѧѧط. إن شѧѧѧѧѧرط التقѧѧѧѧѧاء الخطѧѧѧѧѧوط المتعامѧѧѧѧѧدة يقتضѧѧѧѧѧي مѧѧѧѧѧرور كѧѧѧѧѧلا الخطѧѧѧѧѧين 

  ى الكرة عبر زوج من النقاط المتقابلة على سطحها.المتعامدين عل
إن تحديѧѧѧѧد كѧѧѧѧل نقطѧѧѧѧة بالنقطѧѧѧѧة المقابلѧѧѧѧة لهѧѧѧѧا يѧѧѧѧؤدي إلѧѧѧѧى ظهѧѧѧѧور المسѧѧѧѧتوى الإسѧѧѧѧقاطي 

 الحقيقي.
تكتسѧѧѧѧي هندسѧѧѧѧة المجѧѧѧѧال بأهميѧѧѧѧة  التطبيقѧѧѧѧات العمليѧѧѧѧة للهندسـѧѧѧѧـة الكرويـѧѧѧѧـة:(6-4-1-2)

الملاحѧѧѧة عبѧѧѧر الأقمѧѧѧار بالغѧѧѧة فѧѧѧي العديѧѧѧد مѧѧѧن التطبيقѧѧѧات الواقعيѧѧѧة، بمѧѧѧا فѧѧѧي ذلѧѧѧك أنظمѧѧѧة 
) والقياسѧѧѧѧѧѧѧѧات الفلكيѧѧѧѧѧѧѧѧة والمسѧѧѧѧѧѧѧѧاحة الدقيقѧѧѧѧѧѧѧѧة باسѧѧѧѧѧѧѧѧتخدام أدوات GPSالصѧѧѧѧѧѧѧѧناعية (

بشѧѧѧكل أساسѧѧѧي علѧѧѧى هندسѧѧѧة المجѧѧѧال  GPSالخѧѧѧرائط. علѧѧѧى سѧѧѧبيل المثѧѧѧال، تعتمѧѧѧد تقنيѧѧѧة 
لحسѧѧѧاب الموقѧѧѧع والملاحѧѧѧة الѧѧѧدقيقين علѧѧѧى سѧѧѧطح الأرض الكѧѧѧروي. يسѧѧѧتعين الملاحѧѧѧون 

يسѧѧѧتخدمها الطيѧѧѧارون فѧѧѧي الملاحѧѧѧة الجويѧѧѧة، كمѧѧѧا بهندسѧѧѧة المجѧѧѧال للملاحѧѧѧة البحريѧѧѧة، و
  يوظفها علماء الفلك لقياس المسافات في الفضاء.

تلعѧѧѧѧب الأشѧѧѧѧكال الكرويѧѧѧѧة دورًا رئيسѧѧѧѧيًا فѧѧѧѧي  :أهميѧѧѧѧة الهندسѧѧѧѧة الكرويـــѧѧѧѧـة(7-4-1-2)
العديѧѧѧѧѧѧد مѧѧѧѧѧѧن التخصصѧѧѧѧѧѧات العلميѧѧѧѧѧѧة والتكنولوجيѧѧѧѧѧѧة. علѧѧѧѧѧѧى سѧѧѧѧѧѧبيل المثѧѧѧѧѧѧال، تسѧѧѧѧѧѧُتخدم 

طية وخزانѧѧѧѧѧات البروبѧѧѧѧѧان والمراصѧѧѧѧѧد الفلكيѧѧѧѧѧة المجѧѧѧѧѧالات فѧѧѧѧѧي تصѧѧѧѧѧميم الأوعيѧѧѧѧѧة الضѧѧѧѧѧغ
) والعديѧѧѧѧد مѧѧѧѧن التطبيقѧѧѧѧات الأخѧѧѧѧرى. GPSوأنظمѧѧѧѧة الملاحѧѧѧѧة عبѧѧѧѧر الأقمѧѧѧѧار الصѧѧѧѧناعية (
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يسѧѧѧѧاهم فهѧѧѧѧم هندسѧѧѧѧة المجѧѧѧѧال فѧѧѧѧي تمكѧѧѧѧين المهندسѧѧѧѧين والعلمѧѧѧѧاء مѧѧѧѧن تطѧѧѧѧوير حلѧѧѧѧول 
  مبتكرة للمشاريع المعقدة، وتعزيز الكفاءة والأثر البيئي الإيجابي.

  

  
Fig. 7. The examples for the negation of Figure 1 and 2 of 

Euclidean   geometry. 
  
  

  )Hyperbolic geometryالهندســة الزائديــة(5)-1-(2
تقѧѧѧدم هندسѧѧѧة الفضѧѧѧاء الزائѧѧѧدي إطѧѧѧارًا هندسѧѧѧيًا يختلѧѧѧف اختلافѧѧѧًا جوهريѧѧѧًا عѧѧѧن الهندسѧѧѧة 

الهندسѧѧѧѧة الإقليديѧѧѧѧة الجѧѧѧѧوهري بينهѧѧѧѧا وبѧѧѧѧين  الإقليديѧѧѧѧة التقليديѧѧѧѧة. أحѧѧѧѧد أهѧѧѧѧم الاختلافѧѧѧѧات
يكمѧѧѧن فѧѧѧي اسѧѧѧتبدال مسѧѧѧلمة التѧѧѧوازي الإقليديѧѧѧة. علѧѧѧى عكѧѧѧس الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧѧة التѧѧѧي 
تسѧѧѧمح بخѧѧѧط مسѧѧѧتقيم واحѧѧѧد فقѧѧѧط يمѧѧѧر عبѧѧѧر نقطѧѧѧة خѧѧѧارج خѧѧѧط معѧѧѧين، تسѧѧѧمح هندسѧѧѧة 
الفضѧѧѧاء الزائѧѧѧدي برسѧѧѧم العديѧѧѧد مѧѧѧن الخطѧѧѧوط المسѧѧѧتقيمة المتوازيѧѧѧة مѧѧѧع الخѧѧѧط المعطѧѧѧى، 

لѧѧѧرغم مѧѧѧن التشѧѧѧابه الكبيѧѧѧر بѧѧѧين الهندسѧѧѧتين، إلا . وعلѧѧѧى ا٨كمѧѧѧا هѧѧѧو موضѧѧѧح فѧѧѧي الشѧѧѧكل 
أن الهندسѧѧѧة الزائديѧѧѧة تمتѧѧѧاز بخصѧѧѧائص فريѧѧѧدة. علѧѧѧى سѧѧѧبيل المثѧѧѧال، مجمѧѧѧوع قياسѧѧѧات 

درجѧѧѧѧة. كѧѧѧѧذلك نجѧѧѧѧد  ١٨٠الزوايѧѧѧѧا الداخليѧѧѧѧة للمثلثѧѧѧѧات الزائديѧѧѧѧة يكѧѧѧѧون دائمѧѧѧѧا أقѧѧѧѧل مѧѧѧѧن 
وجѧѧѧود خطѧѧѧوط متباعѧѧѧدة لا تتلاقѧѧѧى أبѧѧѧداً، علѧѧѧى عكѧѧѧس مѧѧѧا تѧѧѧنص عليѧѧѧه قواعѧѧѧد التѧѧѧوازي 

الهندسѧѧѧѧѧة الإقليديѧѧѧѧѧة. سѧѧѧѧѧاهم علمѧѧѧѧѧاء رياضѧѧѧѧѧيات بѧѧѧѧѧارزون أمثѧѧѧѧѧال لوباتشيفسѧѧѧѧѧكي فѧѧѧѧѧي 
وبوليѧѧѧѧائي وغѧѧѧѧاوس وتورينѧѧѧѧوس بشѧѧѧѧكل ملحѧѧѧѧوظ فѧѧѧѧي تطѧѧѧѧوير الهندسѧѧѧѧة الزائديѧѧѧѧة، ممѧѧѧѧا 
أدى إلѧѧѧى إنجѧѧѧازات مهمѧѧѧة فѧѧѧي مجѧѧѧال علѧѧѧم المثلثѧѧѧات الزائديѧѧѧة وإنشѧѧѧاء نمѧѧѧاذج هندسѧѧѧية 

بѧѧѧѧـ "الهندسѧѧѧѧة  بواسѧѧѧѧطة بلِْترامѧѧѧѧي. يعѧѧѧѧود الفضѧѧѧѧل فѧѧѧѧي تسѧѧѧѧمية هѧѧѧѧذا النظѧѧѧѧام الهندسѧѧѧѧي
الزائديѧѧѧѧة" إلѧѧѧѧى عѧѧѧѧالم الرياضѧѧѧѧيات فيلѧѧѧѧيكس كلايѧѧѧѧن الѧѧѧѧذي أطلѧѧѧѧق هѧѧѧѧذا المصѧѧѧѧطلح عѧѧѧѧام 

. ويؤكѧѧѧѧد هѧѧѧѧذا المصѧѧѧѧطلح علѧѧѧѧى العلاقѧѧѧѧة الوثيقѧѧѧѧة التѧѧѧѧي تѧѧѧѧربط الهندسѧѧѧѧة الزائديѧѧѧѧة ١٨٧١
بالهندسѧѧѧѧة الإسѧѧѧѧقاطية والتحѧѧѧѧويلات الهندسѧѧѧѧية، مѧѧѧѧع إبѧѧѧѧراز الخصѧѧѧѧائص المميѧѧѧѧزة لهѧѧѧѧذا 

 المفهوم الهندسي الفريد.
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ѧѧѧѧѧالتمّعن فѧѧѧѧѧيًا لا بѧѧѧѧѧا هندسѧѧѧѧѧًل نظامѧѧѧѧѧة تمثѧѧѧѧѧة الزائديѧѧѧѧѧد أن الهندسѧѧѧѧѧة، نجѧѧѧѧѧس الهندسѧѧѧѧѧي أس
رياضѧѧѧيًا نظريѧѧѧًا، إذ تمتѧѧѧد تطبيقاتهѧѧѧا إلѧѧѧى مجѧѧѧالات علميѧѧѧة متعѧѧѧددة تشѧѧѧمل الفيزيѧѧѧاء وعلѧѧѧم إقليѧѧѧѧديًا لѧѧѧѧه دور جѧѧѧѧوهري فѧѧѧѧي الرياضѧѧѧѧيات المعاصѧѧѧѧرة. تتجѧѧѧѧاوز أهميتهѧѧѧѧا كونهѧѧѧѧا فرعѧѧѧѧًا 

قѧѧѧѧوب السѧѧѧѧوداء بالفيزيѧѧѧѧاء، الحاسѧѧѧѧوب. علѧѧѧѧى سѧѧѧѧبيل المثѧѧѧѧال، تسѧѧѧѧتخدم فѧѧѧѧي نمذجѧѧѧѧة الث
  وإنشاء عوالم افتراضية مذهلة بصريًا في علوم الحاسوب.

إن الطبيعѧѧѧѧة غيѧѧѧѧر الإقليديѧѧѧѧة للهندسѧѧѧѧة الزائديѧѧѧѧة تتحѧѧѧѧدى المفѧѧѧѧاهيم الهندسѧѧѧѧية التقليديѧѧѧѧة 
وتفѧѧѧتح آفاقѧѧѧًا جديѧѧѧدة للاستكشѧѧѧاف والابتكѧѧѧار.  تѧѧѧوفر دراسѧѧѧة هѧѧѧذا الفѧѧѧرع مѧѧѧن الرياضѧѧѧيات 

فهمѧѧѧًا أعمѧѧѧق للأنظمѧѧѧة والظѧѧѧواهر المعقѧѧѧدة التѧѧѧي  للعلمѧѧѧاء والرياضѧѧѧيين علѧѧѧى حѧѧѧد سѧѧѧواء
لا يمكѧѧѧن تفسѧѧѧيرها بالكامѧѧѧل باسѧѧѧتخدام الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧѧة.  يواصѧѧѧل علمѧѧѧاء الرياضѧѧѧيات 
والفيزيѧѧѧائيون الاسѧѧѧتلهام مѧѧѧن الهندسѧѧѧة الزائديѧѧѧة لإحѧѧѧداث اختراقѧѧѧات وتطѧѧѧورات نوعيѧѧѧة 

 ضѧѧѧѧية.فѧѧѧѧي مجѧѧѧѧالات حديثѧѧѧѧة مثѧѧѧѧل الطوبولوجيѧѧѧѧا والهندسѧѧѧѧة التفاضѧѧѧѧلية والفيزيѧѧѧѧاء الريا
وعلѧѧѧѧى نحѧѧѧѧو أشѧѧѧѧمل، تقѧѧѧѧدم الهندسѧѧѧѧة الزائديѧѧѧѧة منظѧѧѧѧورًا فريѧѧѧѧدًا يثѧѧѧѧري إدراكنѧѧѧѧا للعѧѧѧѧالم 
المحѧѧѧيط بنѧѧѧا.  لا يقتصѧѧѧر أثرهѧѧѧا علѧѧѧى الرياضѧѧѧيات البحتѧѧѧة، بѧѧѧل تمتѧѧѧد إلѧѧѧى كيفيѧѧѧة مقاربتنѧѧѧا 
للمشѧѧѧѧكلات وإيجѧѧѧѧاد الحلѧѧѧѧول فѧѧѧѧي مجѧѧѧѧالات علميѧѧѧѧة أخѧѧѧѧرى.  فعلѧѧѧѧى سѧѧѧѧبيل المثѧѧѧѧال، تѧѧѧѧم 

ѧѧѧѧوب لإنشѧѧѧѧومات الحاسѧѧѧѧال رسѧѧѧѧي مجѧѧѧѧا فѧѧѧѧرياً.  توظيفهѧѧѧѧة بصѧѧѧѧية مذهلѧѧѧѧوالم افتراضѧѧѧѧاء ع
بالإضѧѧѧافة إلѧѧѧى ذلѧѧѧك، لهѧѧѧا تطبيقѧѧѧات مهمѧѧѧة فѧѧѧي الفيزيѧѧѧاء، بمѧѧѧا فѧѧѧي ذلѧѧѧك نمذجѧѧѧة سѧѧѧلوك 

  الثقوب السوداء وفهم انحناء الزمكان.
أيضѧѧѧѧًا التنبѧѧѧѧؤ بѧѧѧѧالروابط فѧѧѧѧي  تشѧѧѧѧمل التطبيقѧѧѧѧات البѧѧѧѧارزة للهندسѧѧѧѧة الزائديѧѧѧѧة(1-5-1-2)

 ادة مѧѧѧѧن مبѧѧѧѧادئ الهندسѧѧѧѧة الزائديѧѧѧѧة فالشѧѧѧѧبكات المعقѧѧѧѧدة.  فѧѧѧѧي هѧѧѧѧذا السѧѧѧѧياق، يѧѧѧѧتم الاسѧѧѧѧت
دراسѧѧѧѧة بنيѧѧѧѧة ووظيفѧѧѧѧة هѧѧѧѧذه الشѧѧѧѧبكات.  أظهѧѧѧѧرت الدراسѧѧѧѧات تحسѧѧѧѧنًا ملحوظѧѧѧѧًا فѧѧѧѧي أداء ل

خوارزميѧѧѧات التنبѧѧѧؤ بالارتباطѧѧѧات عنѧѧѧد الاسѧѧѧتناد إلѧѧѧى مفهѧѧѧوم المسѧѧѧافة الزائديѧѧѧة، الѧѧѧذي 
  .قد وتشابهها ضمن الشبكات المعقدةيأخذ بعين الاعتبار كل من شعبية الع

فѧѧѧي مجѧѧѧالات  ، تجѧѧѧد الهندسѧѧѧة الزائديѧѧѧة تطبيقѧѧѧات عمليѧѧѧةوعلѧѧѧى نطѧѧѧاق أوسѧѧѧع(2-5-1-2)
مثѧѧѧل النمذجѧѧѧة الهندسѧѧѧية وعلѧѧѧم شѧѧѧبكات التكѧѧѧوين والهندسѧѧѧة الناشѧѧѧئة للشѧѧѧبكات.  فѧѧѧيمكن 
الاسѧѧѧѧѧتفادة منهѧѧѧѧѧا فѧѧѧѧѧي التصѧѧѧѧѧميم الهندسѧѧѧѧѧي بمسѧѧѧѧѧاعدة الحاسѧѧѧѧѧوب، ونمѧѧѧѧѧاذج الشѧѧѧѧѧبكات 

وظѧѧѧѧѧѧواهر  المعقѧѧѧѧѧѧدة، والمجمعѧѧѧѧѧѧات البسѧѧѧѧѧѧيطة المتناميѧѧѧѧѧѧة لدراسѧѧѧѧѧѧة وتحليѧѧѧѧѧѧل خصѧѧѧѧѧѧائص
  هندسية متنوعة .

عѧѧѧلاوة علѧѧѧى ذلѧѧѧك، تظهѧѧѧر خصѧѧѧائص فريѧѧѧدة للمسѧѧѧتطيلات فѧѧѧي هندسѧѧѧة الفضѧѧѧاء الزائѧѧѧدي. 
فهѧѧѧي تختلѧѧѧف بشѧѧѧكل كبيѧѧѧر عѧѧѧن مسѧѧѧتطيلات الهندسѧѧѧة الإقليديѧѧѧة وتحتѧѧѧوي علѧѧѧى عѧѧѧدد أكبѧѧѧر 

، التѧѧѧي تمثѧѧѧل منѧѧѧاطق ذات انحنѧѧѧاء سѧѧѧلبي (saddle points) "مѧѧѧن "النقѧѧѧاط السѧѧѧَّيْدَلية
  .به نقاط التوازن غير المستقرةوإيجابي متزامنين، تش

بفضѧѧѧل خصائصѧѧѧها غيѧѧѧر الإقليديѧѧѧة، اكتسѧѧѧبت هندسѧѧѧة الفضѧѧѧاء الزائѧѧѧدي أهميѧѧѧة كبيѧѧѧرة فѧѧѧي 
  :مجالات علمية متقدمة، بما في ذلك
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 ةѧѧѧѧر المتجانسѧѧѧѧة غيѧѧѧѧارات المداريѧѧѧѧل المسѧѧѧѧتحلي (heteroclinic orbits):  اعدѧѧѧѧتس
تقѧѧѧѧل فيهѧѧѧѧا نظѧѧѧѧام هندسѧѧѧѧة الفضѧѧѧѧاء الزائѧѧѧѧدي علѧѧѧѧى تحديѧѧѧѧد المسѧѧѧѧارات الحركيѧѧѧѧة التѧѧѧѧي ين

 .ديناميكي بين حالتي توازن غير مستقرين
 دراسة الخصائص الدورية للقيود (periodic strings):  يمكن تطبيق مبادئ هندسة

الفضاء الزائدي على تحليل سلوك الأوتار الاهتزازية التي تعود إلى حالتها الأصلية بشكل 
دورًا جوهريًا في تحديد خصائص دوري، حيث تلعب طبيعة الانحناء في الفضاء الزائدي 

 .هذه الاهتزازات
 

 
Fig. 8. A triangle immersed in hyperbolic paraboloid with two 

diverging ultra- parallel lines.   
 

 
(Systolic geometry):(2-1-6)هندسة التبايـــن 

منحنѧѧѧѧѧى مغلѧѧѧѧѧق  تѧѧѧѧѧدرس هندسѧѧѧѧѧة التبѧѧѧѧѧاين العلاقѧѧѧѧѧة بѧѧѧѧѧين المسѧѧѧѧѧاحة المحصѧѧѧѧѧورة داخѧѧѧѧѧل
 "التبѧѧѧѧاين متطابقѧѧѧѧةدي هѧѧѧѧذه العلاقѧѧѧѧة إلѧѧѧѧى مѧѧѧѧا يسѧѧѧѧُمى "ومحѧѧѧѧيط هѧѧѧѧذا المنحنѧѧѧѧى. وتѧѧѧѧؤ

(isoperimetric inequality) احةѧѧѧѧون مسѧѧѧѧدما تكѧѧѧѧه عنѧѧѧѧى أنѧѧѧѧنص علѧѧѧѧذي يѧѧѧѧوال ،
شѧѧѧكل مغلѧѧѧق أقѧѧѧل، يكѧѧѧون محيطѧѧѧه بالضѧѧѧرورة أكبѧѧѧر، وذلѧѧѧك وفقѧѧѧًا لفرضѧѧѧيات إقليѧѧѧدس كمѧѧѧا 

  .٩هو موضح في الشكل 
قطѧѧرة المѧѧاء علѧѧى سѧѧطح ورقѧѧة شѧѧجر مثѧѧالاً حيѧѧًا علѧѧى تطبيѧѧق هندسѧѧة التبѧѧاين. حيѧѧث  تعѧѧد

تسѧѧعى قطѧѧرة المѧѧاء إلѧѧى تكѧѧوين شѧѧكل مسѧѧتدير متماثѧѧل مѧѧع الحفѧѧاظ علѧѧى كميѧѧة ثابتѧѧة مѧѧن 
المѧѧѧاء. يحѧѧѧدث ذلѧѧѧك بسѧѧѧبب ظѧѧѧاهرة التѧѧѧوتر السѧѧѧطحي، وهѧѧѧي القѧѧѧوى الجزيئيѧѧѧة التѧѧѧي تعمѧѧѧل 

يѧѧѧؤدي إلѧѧѧى تشѧѧѧكلها علѧѧѧى هيئѧѧѧة  علѧѧѧى تقليѧѧѧل مسѧѧѧاحة سѧѧѧطح القطѧѧѧرة قѧѧѧدر الإمكѧѧѧان، ممѧѧѧا
  .١٠كرة دائرية كما هو موضح في الشكل 
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Fig.9. The systolic geometry and its visualization a geodesic on a 

football. 
 

 
Fig. 10. A isoperimetric inequality and its formations by drop of 
water. 

 
  ةѧѧѧѧة الإقليديѧѧѧѧد الهندسѧѧѧѧع قواعѧѧѧѧق مѧѧѧѧي لا تتوافѧѧѧѧة التѧѧѧѧواهر الفيزيائيѧѧѧѧة الظѧѧѧѧكل معالجѧѧѧѧتش

وتصѧѧѧنيفها إلѧѧѧى فئѧѧѧات صѧѧѧواب/ خطѧѧѧأ/ غيѧѧѧر محѧѧѧدد واحѧѧѧدة مѧѧѧن أهѧѧѧم التحѧѧѧديات التѧѧѧي تواجѧѧѧه 
البѧѧѧاحثين. يقѧѧѧدم القسѧѧѧم التѧѧѧالي طريقѧѧѧة مبتكѧѧѧرة للتعامѧѧѧل مѧѧѧع هѧѧѧذه النوعيѧѧѧة مѧѧѧن البيانѧѧѧات 

بهѧѧѧدف دعѧѧѧم عمليѧѧѧة  (NeutroGeometry) "باسѧѧتخدام إطѧѧѧار "هندسѧѧѧة عѧѧѧدم اليقѧѧѧين
 اتخاذ القرارات المتعددة.
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طريقѧѧѧѧѧة معالجѧѧѧѧѧة البيانѧѧѧѧѧات غيѧѧѧѧѧر ( : للهندسـѧѧѧѧѧـة اللاإقليديـــــــѧѧѧѧѧـةنــѧѧѧѧѧـي القسѧѧѧѧѧم الثا)٢-٢(

  الإقليدية)
  

يعѧѧѧѧѧرض هѧѧѧѧѧذا القسѧѧѧѧѧم منهجيѧѧѧѧѧة جديѧѧѧѧѧدة لتصѧѧѧѧѧنيف البيانѧѧѧѧѧات غيѧѧѧѧѧر الإقليديѧѧѧѧѧة إلѧѧѧѧѧى فئѧѧѧѧѧات 
  "صواب"، "خطأ"،
  .(NeutroGeometry) "إطار "هندسة عدم اليقين و"عدم يقين" ضمن

 
 :خطوات المنهجية المقترحة فيما يليالوتتمثل )١-٣-٢(

 البيانات ذات الهندسة اللاإقليديـــــة:١الفقرة 
ѧѧѧي البيانѧѧѧر فѧѧѧنمُعن النظѧѧѧة، لѧѧѧي البدايѧѧѧفѧѧѧة اللاإقليديѧѧѧع الهندسѧѧѧي تتبѧѧѧها  ةات التѧѧѧوخصائص

 A)المميزة(ممثلة ب
 اللائيُّقنيــــــةالمجموعة :٢الفقرة 

تمثѧѧѧѧل مجموعѧѧѧѧة غيѧѧѧѧر فارغѧѧѧѧة مѧѧѧѧن البيانѧѧѧѧات الهندسѧѧѧѧية اللاإقليديѧѧѧѧة  A لنفتѧѧѧѧرض أن
 .المذكورة

  : تعريــــف المؤثر:٣الفقرة 
࡭    هنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا، نقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧوم بتعريѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧف المѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧؤثر علѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧى أنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧه × ࡭ → ,) ࡿ࡭࢔ࡼ ,ࡵ ሻࡲ ∉ {(૚, ૙, ૙ሻ, (૙, ૙, ૚ሻ}  

حѧѧѧѧال إمكانيѧѧѧѧة رسѧѧѧѧم أي خريطѧѧѧѧة، فيمكننѧѧѧѧا عندئѧѧѧѧذٍ وصѧѧѧѧفها علѧѧѧѧى النحѧѧѧѧو  : فѧѧѧѧي٤الفقѧѧѧѧرة 
  :التالي
 (أ)إذا كان من الممكن إجراء عملية (أي رسم خريطة) لأي عنصرينx وy  ضمن

فإن الهندسة اللاإقليدية توفر عنصرًا جديدًا ينتمي أيضًا إلى الهندسة  Aالمجموعة 
  اللاإقليدية.

  .هذا بمثابة وصف صحيح يمكن اعتبار x ○ y ⊆ Aبمعنى آخر، 
 رينѧѧان أي عنصѧѧ(ب) إذا كxوy  ةѧѧمن المجموعѧѧضA (ةѧѧم خريطѧѧأي رس) ةѧѧإن عمليѧѧف

لا تنѧѧتج بالضѧѧرورة عنصѧѧرًا جديѧѧدًا ينتمѧѧي إلѧѧى نفѧѧس (○) باسѧѧتخدام المѧѧؤثر المعطѧѧى 
يمكن اعتبار هذه النتائج بمثابѧѧة منѧѧاطق غيѧѧر أي  x ○ y ⊈  Aالهندسة اللاإقليدية، 

  .صحيحة أو لا واقعية في إطار الهندسة اللاإقليدية
  رينѧѧ(ج) إذا كان أي عنصx وy ةѧѧمن المجموعѧѧضA (ةѧѧم خريطѧѧأي رس) ةѧѧإن عمليѧѧف

 .قد لا تنѧѧتج عنصѧѧرًا جديѧѧدًا محѧѧددًا هندسѧѧيًا أو كموميѧѧًا (○) باستخدام المؤثر المعطى
" "space saddleبمعنѧѧى آخѧѧر، العنصѧѧر النѧѧاتج قѧѧد يكѧѧون موجѧѧودًا فѧѧي فضѧѧاء 
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هذا النوع من العناصر يلائم إطار  .(غير محدد المعالم) وحالته الكمومية غير مؤكدة
 (NeutroGeometry) )النيوترولوجية هندسة"("هندسة المتعادلات

  
والتي توفــر ثلاث  f=xy: بناءا عى ما سبق ، قمنـــــا بتعريف الدالــــة ٥الفقرة 

  إمكانيــات:
، فѧѧإن Y و X في حال وجود تطبيق (خريطة) محددة جيدًا بѧѧين المجمѧѧوعتين المناطـــق الصحيحــــة: .١

  .النتائج تعتبر مناطق صحيحة
 defined -outerفي حال كѧѧان التطبيѧѧق غيѧѧر محѧѧدد أو تطبيقѧѧًا خارجيѧѧًا" المناطق غير الصحيحة: .٢

mapping بين المجموعتين "X و Yفإن النتائج تقع ضمن المناطق غير الصحيحة ،.  
إذا لم يتضح ما إذا كان التطبيق موجودًا أم لا، أو مѧѧا  :(NeutroGeometry) هندسة المتعادلات .٣

 .، فإن العنصر يقع ضمن إطار هندسة المتعادلاتY و X هي قيمة التطبيق بين
الممكѧѧن تصѧѧنيف وتحليѧѧل مجموعѧѧات البيانѧѧات غيѧѧر بنѧѧاءً علѧѧى ذلѧѧك، يصѧѧبح مѧѧن  :٦الفقѧѧرة 

  .الإقليدية
  

يمكن تحديد مدى تقارب مجموعات البيانات (تشابهها) باستخدام قياس المسافة  :٧الفقرة 
  ".Geodesic distanceالجيوديسية " 

  
على عكس هندسة إقليدس التي تستخدم المسافة في خط مسѧѧتقيم، فѧѧإن المسѧѧافة  :٨الفقرة 

" تحѧѧدد أقصѧѧر مسѧѧار بѧѧين نقطتѧѧين فѧѧي بيانѧѧات غيѧѧر geodesic distance الجيوديسѧѧية"
  Fig.11إقليدية، كما هو موضح في

  
بنѧѧاءً علѧѧى المسѧѧافة الجيوديسѧѧية المحѧѧددة، يمكѧѧن اعتبѧѧار البيانѧѧات القريبѧѧة منهѧѧا  :٩الفقѧѧرة 
  ) لاستخدامها في معالجة المعرفة.groups(مجموعات Clusterعناقيد 

 Fig. 11. The difference between Euclidean and Geodesic distance 
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مѧѧن   nلنفتѧѧرض أن هنѧѧاك عѧѧدد ": Time Complexity")تعقيѧѧد الوقѧѧت٢-٣-٢(
مجموعѧѧѧات البيانѧѧѧات غيѧѧѧر الإقليديѧѧѧة فѧѧѧي الفضѧѧѧاء المعطѧѧѧى. فѧѧѧي هѧѧѧذه الحالѧѧѧة، سيسѧѧѧتغرق 

  .(૛࢔)O تعريف الدالة لقياس المسافة الجيوديسية بينها تعقيد زمني مقداره
 أمѧѧѧا عمليѧѧѧة تحليѧѧѧل خصѧѧѧائص مجموعѧѧѧات البيانѧѧѧات هѧѧѧذه باسѧѧѧتخدام هندسѧѧѧة النيѧѧѧوترون

(NeutroGeometry) غѧѧѧѧا يبلѧѧѧѧًدًا زمنيѧѧѧѧوال تعقيѧѧѧѧوأ الأحѧѧѧѧي أسѧѧѧѧتغرق فѧѧѧѧفستس 
O(࢔૜).  

وعليѧѧѧه، فѧѧѧإن التعقيѧѧѧد الزمنѧѧѧي الكلѧѧѧي لتحليѧѧѧل خصѧѧѧائص البيانѧѧѧات غيѧѧѧر الإقليديѧѧѧة هѧѧѧو... 
  (إجابتك: صواب / خطأ).

علѧѧѧى الѧѧѧرغم مѧѧѧن كفѧѧѧاءة خوارزميѧѧѧة قيѧѧѧاس المسѧѧѧافة الجيوديسѧѧѧية بمعقѧѧѧد زمنѧѧѧي قѧѧѧدره 
)O(n² ينѧѧѧѧѧѧدم اليقѧѧѧѧѧѧالات عѧѧѧѧѧѧي حѧѧѧѧѧѧات فѧѧѧѧѧѧات البيانѧѧѧѧѧѧائص مجموعѧѧѧѧѧѧل خصѧѧѧѧѧѧإلا أن تحلي ،

(المنѧѧѧاطق غيѧѧѧر المؤكѧѧѧدة) قѧѧѧد يسѧѧѧتغرق فѧѧѧي أسѧѧѧوأ الأحѧѧѧوال تعقيѧѧѧدًا زمنيѧѧѧًا أقصѧѧѧى يبلѧѧѧغ 
)O(n³ددѧѧѧل المحѧѧѧة التحليѧѧѧى خوارزميѧѧѧد علѧѧѧذا التعقيѧѧѧد هѧѧѧار . يعتمѧѧѧي إطѧѧѧتخدمة فѧѧѧة المس

  ).NeutroGeometryهندسة النيوترون (
  

 
مجموعات البيانات ذات البنية الهندسية  ) القسم الثالث:للهندسة اللاإقليديـــة"٣-٢(

  اللاإقليدية وتحليل خصائصها" :
  

ر البيانѧѧѧات اهتمامѧѧѧًا متزايѧѧѧدًا باسѧѧѧتخدام كѧѧѧل مѧѧѧن  فѧѧѧي الآونѧѧѧة الأخيѧѧѧرة، شѧѧѧهد مجѧѧѧال تصѧѧѧََوُّ
العѧѧѧѧѧَدَمي (نيѧѧѧѧѧوترو الجبѧѧѧѧѧر) والهندسѧѧѧѧѧة العدََميѧѧѧѧѧة (نيوتروجيѧѧѧѧѧومتري) بالمقابѧѧѧѧѧل، الجبѧѧѧѧѧر 

ركѧѧѧزت جهѧѧѧود بѧѧѧاحثين آخѧѧѧرين علѧѧѧى معالجѧѧѧة هѧѧѧذه المجموعѧѧѧات البيانѧѧѧات إمѧѧѧا باسѧѧѧتخدام 
  .البعد الرابع أو مجموعة توريام 

  كامثلة تطبيقية عن الهندسة الاإقليدية:في هذا القسم سوف نتناول عدة أمثلة 
  

  علم الفلك)(:١المثـــال 
يعѧѧѧѧُد التحليѧѧѧѧل الѧѧѧѧدقيق لعلѧѧѧѧم الفلѧѧѧѧك، أو بѧѧѧѧالأحرى علѧѧѧѧم الفلѧѧѧѧك الوضѧѧѧѧعي، مجѧѧѧѧالاً للبيانѧѧѧѧات 

يسѧѧѧѧُتخدم هѧѧѧѧذا المجѧѧѧѧال لتحديѧѧѧѧد موقѧѧѧѧع أي جѧѧѧѧرم فلكѧѧѧѧي .ذات البنيѧѧѧѧة الهندسѧѧѧѧية اللاإقليديѧѧѧѧة
 ة.خ ووقѧѧѧت وموقѧѧѧع رصѧѧѧده الأرضѧѧѧي المعطѧѧѧاعلѧѧѧى الكѧѧѧرة السѧѧѧماوية بنѧѧѧاءً علѧѧѧى تѧѧѧاري

ѧѧѧѧѧي لعلѧѧѧѧѧل الرياضѧѧѧѧѧد التمثيѧѧѧѧѧة الكريعتمѧѧѧѧѧى الهندسѧѧѧѧѧه علѧѧѧѧѧك وأنماطѧѧѧѧѧر م الفلѧѧѧѧѧة والجبѧѧѧѧѧوي
  .الكروي
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  : (نمو الاسطح)٢المثال 
تشѧѧѧمل هѧѧѧذه العمليѧѧѧات  .تحѧѧѧدد العديѧѧѧد مѧѧѧن العمليѧѧѧات فيزيائيѧѧѧة وكيميائيѧѧѧة نمѧѧѧو الأسѧѧѧطح

علѧѧѧѧѧى سѧѧѧѧѧبيل المثѧѧѧѧѧال لا الحصѧѧѧѧѧر نمѧѧѧѧѧو الأجѧѧѧѧѧرام الجاذبيѧѧѧѧѧة والنباتѧѧѧѧѧات والنانوتراكيѧѧѧѧѧب 
كمѧѧا تعѧѧد الطباعѧѧة ثلاثيѧѧة الأبعѧѧاد وحركѧѧة الخلايѧѧا أمثلѧѧة  .وتحѧѧولات الطѧѧور الخاصѧѧة بهѧѧا

يمكѧѧѧѧن تمثيѧѧѧѧل كѧѧѧѧل مѧѧѧѧن هѧѧѧѧذه الحѧѧѧѧالات  .علѧѧѧѧى ظѧѧѧѧواهر مرتبطѧѧѧѧة بالهندسѧѧѧѧة اللاإقليديѧѧѧѧة
باسѧѧѧѧتخدام هندسѧѧѧѧة ريمѧѧѧѧان، التѧѧѧѧي تصѧѧѧѧف انحنѧѧѧѧاء الزمكѧѧѧѧان (الزمѧѧѧѧان والمكѧѧѧѧان) المتغيѧѧѧѧر 

  .اعتمادًا عليهما
  

  )(الكرات أو التوافقيات الكروية الضبابية :٣المثال 
 .صللبيانѧѧات باسѧѧѧتخدام دورانهѧѧا الخѧѧѧا تقѧѧدم هѧѧذه الطريقѧѧѧة تمثѧѧيلاً هندسѧѧѧيًا غيѧѧر تبѧѧѧادلي

وهѧѧذا  .يѧѧؤدي حاصѧѧل ضѧѧرب الѧѧدوران إلѧѧى نتѧѧائج مختلفѧѧة لقيѧѧاس موضѧѧع تѧѧوافقي معѧѧين
يعنѧѧѧي أن هѧѧѧذه الهندسѧѧѧة تѧѧѧوفر طريقѧѧѧة لتصѧѧѧنيفها إلѧѧѧى منѧѧѧاطق إيجابيѧѧѧة وسѧѧѧلبية وغيѧѧѧر 

يمكѧѧѧن تمثيѧѧѧل أي نقطѧѧѧة محѧѧѧددة علѧѧѧى  ة.المعياريѧѧѧعلѧѧѧى الѧѧѧدوال المتعامѧѧѧدة  مؤكѧѧѧدة بنѧѧѧاءً 
ѧѧѧѧكل توافقيѧѧѧѧى شѧѧѧѧبابية علѧѧѧѧرة الضѧѧѧѧطح الكѧѧѧѧكل سѧѧѧѧي الشѧѧѧѧح فѧѧѧѧو موضѧѧѧѧا هѧѧѧѧة كمѧѧѧѧات كروي

ومѧѧѧѧن الأمثلѧѧѧѧة ذات الصѧѧѧѧلة بѧѧѧѧذلك الѧѧѧѧدوال الدوريѧѧѧѧة أو الدائريѧѧѧѧة التѧѧѧѧي يѧѧѧѧتم تمثيلهѧѧѧѧا .١٢
  .باستخدام الجيب والتاين، أي سلسلة فورييه

  
 

 
 

Fig. 1٢. The visual representation of spherical harmonic 
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