
 

 

  

 

 

 

 بحث مقدم الى 

 من متطلباتالتربية/ جامعة بابل/ كجزء مجلس كلية 

 في علوم الرياضيات البكالوريوس شهادةنيل  

 

 من قبل الطالبة

 بأشراف
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 جمهورية العراق
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 جامعـــــــة بــــابـــــل

 التربية / للعلوم الصرفةـــــة كليـــ

 قسم الرياضيات

 

 

 



 

 

 

وتوُا 
ُ
﴿  يرَفْعَِ اللَّهُ الَّذيِنَ آمنَوُا منِكْمُْ واَلَّذيِنَ أ

 العْلِمَْ درَجَاَت  ﴾
 
 

                                            
(11: الآية المجادلة )                                      

 



I 
 

    

 رفاً وأخذ في يدي في سبيل تحصيل العلم والمعرفة.الى كل من علمني ح    

قلل زلءال للمعلرول ال لبر وشعلد للهلبر ام أ  لد         ومن حق النعمة الذكر وأ

وعلمللني وسللاعد ا في ابحللاو خصللا وأخلل  شللذل     ش للبري الى مللن وز للني 

في جميع مراحل خصلا    اشعتني التيدى محمد عباس  .  تيا وم رف استاذ

 والنصح. ني شالإرللهاد وأمد

كما أ  د  شبل أيات ال بر والأمتنان والت دير الى الذين م دو لنا طريلق  

 العلم والمعرفة والى جميع اسا ذ نا الأفاضل.



II 
 

  

الى من  ع دا ا شالترشية في الصغر وكا ا لا  براساً يضيئ شالنصح 

 والتوزيه اللللللى

 

 الطاهرة الرقي ة والنفوس البرئية رياحين حيا ا  لوبالى ال

 

والى دمال ال  دال  ل  الارواح الطاهرة التي ضحت خيا  ا من أزل 

 الوطن.

 



III 
 

 

 الصفحة الموضوع ت

 I الاهداء  .1

 II التقديرالشكر و   .2

 III المحتوياتقائمة   .3

 IV مقدمةال  .4

بعض التعاريف والمفاهيم الاساسية للمعادلة : الاول فصلال

 التفاضلية
1-17 

 حل المعادلات التفاضلية الخطية الفصل الثاني : 

 من الرتبة الثانية ذات المعاملات الثابتة
18-30 

 32-30 والمراجع المصـــــــادر

 

 



IV 
 

 المقدمة

 

ه  نن   نن ه يفننث  ق را ياًعننقت   يااضقدنناات يااننر ععا ننر   نن  مننأ م ننو  ننريا يار قدنناق  حننث ًق

معظو ياعا م يانشطت إن او نقل كاهق، فاث نجث ياعث ث مأ ياًسقئل  ر مجنق  ياهنثةنت يياعان م 

ه  انل منال معنقت   عضقدناات، ياًعر نت دنر  ي جنقت  ياضاز قئات يي جاًق انت ع نقر ا قدناق

ال ماجقنسنت منأ جهنت مخنر ،  ذه ياحا   يج   اانق ع ناضهق يال  قت ت يخطات مأ جهت يي

 بقلإدق ت يال عط اقق  يخر  ةااو يااطر  يااهق كلاه  ال فثي.

 -ويتضمن هذا البحث فصلان:

خ نننذ  نننذي ياض نننل اعنننري بعنننف يااعنننقا ة يياًضنننق او ي ةقةنننات ياانننر  -:الفصلللل الاول

نحاقجهننق  ننر ياض ننل يا ننقنر م ننل: ععر ننة ياًعقتاننت يااضقدنناات يع ننناضهق مننأ فاننث ياثاجننت 

ارع ننت، يمضهنن م ياحننل ياعننقم يياحننل يااننقذ يياحننل ياشننق  لياًضننرتو يياحننل يااقمننل يعانن  أ يي

ياًعقتاننت يااضقدنناات، يتايةننت بعننف دننر  فننل ياًعننقت   يااضقدنناات مننأ ياثاجننت ي ياننل 

ييارع ت ي يال م نل   نل ياًارانري ، فنل ياًعقتانت ياًاجقنسنت منأ يارع نت ي يانل يياًعقتانت 

 يااطات.

 ق ااعر ة ياًعقتات يااضقداات مأ يارع  ياعااق يياًؤثر يااضقدار.كًق عطرحن   

خ ننذ  ننذي ياض ننل اثايةننت ي ةنناقلا  يااطننر يدننر  فننل ياًعننقت    -الفصللل الثللاني:

 ياًاجقنست مأ يارع ت يا قنات يمعقتات مي ار.
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 ولالا فصلال
 بعض التعاريف والمفاهيم الاساسية للمعادلة التفاضلية

 [1(.]Differenrial Equation(: المعادلة التفاضلية )1-1تعريف )

عننثخل  اهننق Xيياًاراننر ياًسنناقل ياننااأ  Y ننر  لاحننت بنناأ ياًاراننر يااننقب  ياننااأ 

 ياًشاقق  يي يااضقدلا  يعسًل:

ي ي كنقن ياًارانر  (:Ordinary Differential Equationالمعادللة التفاضللية العاديلة )

  ال مشاقق   قت ت.ي  حا يعيااقب  تيات  ر مارار مساقل ييفث، يبقااقار   

 -وكمثال على ذلك:   

1. 
 𝑑𝑦

 𝑑𝑥 
+ 𝑦 = 3𝑥2 

2. 𝑥
 𝑑3𝑦

 𝑑𝑥3 
+ (2𝑆𝑖𝑛𝑥)

 𝑑2𝑦

 𝑑𝑥2 
.

𝑑𝑦

 𝑑𝑥 
= (3 − 𝑥2)𝑦 

3. 
 𝑑2𝑦

 𝑑𝑥2 
+

1

𝑥
 .

𝑑𝑦

 𝑑𝑥 
+ 𝑦 = 0 

4. (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 = 0 

 [4(.]Order of Differential Equation التفاضلية) المعادلة(: رتبة 2-1تعريف )

 ر م ال مشاقت عظهر ياًعقتات يااضقداات ياعقت ت، حال ين  𝑛(𝑌) ي ي كقنت ياًشاقت يان نات    

 حثت اع ت ياًعقتات يااضقداات بأ ال مشاقت تيخات  اهقو.لع  n  ذه ياًعقتات مأ يارع ت

 -من الأمثلة السابقة:

 و  ر معقتات عضقداات  قت ت مأ يارع ت يلأيال.1ياًعقتات يااضقداات ل -

 و  ر معقتات عضقداات  قت ت مأ يارع ت يا قا ت.2ياًعقتات يااضقداات ل -

 ارع ت يا قنات.و  ر معقتات عضقداات  قت ت مأ ي3ياًعقتات يااضقداات ل -

 و  ر معقتات عضقداات  قت ت مأ يارع ت يلأيال.4ياًعقتات يااضقداات ل -
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 Degree of Differential Equation[.)2]التفاضلية المعادلة(: درجة 3-1تعريف )

يلأس ياًر  ا إااهق م ال مشاقت عظهر بقاًعقتات يااضقداات يح ل عحث ث تاجت ياًعقتات   ر    

 .ق  اة حاقةات يصحاحت مأ فاث ياًشاق ج  يدعهق  ال ص

 نلافظ من -من الامثلة السابقة:

و  ر معقت   عضقداات  قت ت مأ ياثاجت يلأيال بانًق 4و يل3و يل2و يل1ياًعقتات ل

 -ياًعقتات:

(
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
)

3

+ 𝑥 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) +  𝑥2𝑦3 = 𝑒𝑥𝑆𝑖𝑛𝑋 

 ت يا قا ت. ر معقتات عضقداات  قت ت مأ ياثاج

 [6(: ]1-1ملاحظة )

 نقك بعف ياًعقت   ياار    ًاأ عحث ث تاجاهق إ  بعث يدعهق  ال ص اة خقاات مأ    

 ياجذيا.

  ً لاه:

[1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

]

1
2

+ 3
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥𝑦 = 0 

1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2
= (−3 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥𝑦)
2

                                       باربا  ياطر اأ:     

 1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2
= 9 ( 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2)
2

+ 6𝑥𝑦
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑥2𝑦2  

9 ( 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
)

2

+ 6𝑥𝑦 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥2𝑦2 − 1 − (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

= 0 

 من الدرجة الثانية والرتبة الثانية. واصبحت هذه المعادلة معادلة تفاضلية عادية
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 [3]:(Arbitrary Constant( الثابت الاختياري)4-1تعريف )

ه ي ي كقننت ياقناو    قتة مق عظهر ث يبت  ر فل ياًعقتات يااضقداات ي ا ن يا قبت يخااقا ق

 يااننر  أخننذ ق   ععاًننث  اننل ياًاراننر يااننقب  مي ياًاراننر ياًسنناقل يعانن ن يا  يبننت ي خااقا ننت

 ياثيخات  ر عع ار ق ج  ر ت ي ي مماأ تمج يفث ًق  ر ثقبت يخر يكً ق   ال  اك.

 [3(: ]1-1مثال )

𝑇(𝑥)اذا كانت  = 𝐴𝑒−𝑥+𝐵  أنه  ًاأ تمج يا قبااأ A,B    ر ثقبت ج  ري ييفث ي C 

𝑇(𝑥) = 𝐴𝑒−𝑥2+𝐵 = 𝐴𝑒𝐵 . 𝑒−𝑥2
= 𝑐𝑒−𝑥2

 

𝑐فاث:  = 𝐴𝑒𝐵  

 [1]:(Solution of Differential Equation( حل المعادلة التفاضلية )5-1تعريف )

 نن  مي  لاحننت بنناأ ماراننري  ياًعقتاننت يااضقدنناات بحاننث ين  ننذه ياعلاحننت عحقنن  ياشننريد        

 يااقاات:

 خقاات مأ ياًشاقق . و1

 معر ت  ال  ارة معانت. و2

 عحق  ياًعقتات يااضقداات. و3

 [6(: ]2-1مثال )

𝑦(𝑥)فظ ين يا ارت يااقاات  نلا  = 𝑐𝑆𝑖𝑛𝑋 

𝑦̿ ر فلاه ااًعقتات   + 𝑦 =  ثقبت يخااقاي. c فاث  0

 لأن

𝑦(𝑥) = 𝑐𝑆𝑖𝑛𝑋 

𝑦́(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑋            

𝑦̿(𝑥) = 𝑐̅𝑆𝑖𝑛𝑋        

 

𝑦̿(𝑥)            ي ال  اك نجث ين:  + 𝑦 = −𝑐 sin 𝑥 + 𝑐 sin 𝑥 = 0
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 [2]:(General Solution) العام: الحل ( 6-1تعريف )

منأ يا  يبنت ي خااقا نت  n   فل  حا ي  ال  nياحل ياعقم اًعقتات عضقداات مأ يارع ت        

 ت اع ت ياًشاقت.ثبع

 [3(: ]3-1مثال )

𝑦́́́ياحل ياعقم ااًعقتات يااضقداات   − 5𝑦́́ + 6𝑦 = 0    

𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒2𝑥 + 𝑐3𝑒3𝑥 

, 𝑐1فاث  𝑐2, 𝑐3 ث يبت يخااقا ت 

 [8]:( Particular Solution) الحل الخاص( 7-1تعريف )

 ياحل ياذي  ًاأ يةاناقجه مأ ياحل ياعقم بعث ي جقت حاًت يا  يبت ي خااقا ت.          

 [2(: ]4-1مثال )

𝑦̅  جقت ياحل يااقذ مأ ياًعقتات يااضقداات            = 2𝑥  نثمق 𝑦(1) = 0   

𝑦̅ اااأ -كًق  ار :  = 2𝑥  أن  

𝑦 = 2𝑥 ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 

⟹ 𝑑𝑦 = 2𝑥𝑑𝑥 

∫ 𝑑𝑦 = ∫ 2𝑥 𝑑𝑦 ⟹ 𝑦 = 𝑥2 + 𝑐1 

𝑜 = (1)2 + 𝑐1  ⟹  𝑐1 = −1 
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 [6]:( Singular Solution) (المنفرد)شاذ الحل ال( 8-1تعريف )

 ياحل ياذي    ًاأ يةاناقجه مأ ياحل ياعقم          

 (5-1)مثال 

𝑦 ياًعقتات = 𝑐𝑥 +
𝑐2

2
𝑦 عً ل ياحل ياعقم ااًعقتات يااضقداات   = 𝑦𝑦́ +

𝑦2

2
𝑦بانًق ،  =

𝑦2

2
 

 .بهق وياًنضرتلياحل ياشق  عً ل 

 [4]:( Complete Solution) الحل الكامل( 9-1تعريف )

 ت  ه  فل كقمل.ي ي عضًأ فل  قم ااًعقتات يااضقداات كل ياحا   اهذه ياًعقتا       

 :)2-1ملاحظات )

ااًعقتات يااضقداات فل يفاث يحث   جث اهق فا    ث ثة يحث     جث اهق فنل  حث  ا ن -1

  ال ي دلا .

𝑦مننأ ياًًاننأ ين  انن ن ياحننل  ننر يا نن اة يا ننر حت  -2 = 𝑓(𝑥)   يمننأ ياًًاننأ ين

,𝑓(𝑥 ا ن ياحل  ر يا ن اة ياضنًنات   𝑦) = يمنأ ياًًانأ ين  ان ن ياحنل  نر  0

}ا  اة يا قايمار ت ي
𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)

    

 [5تكوين المعادلة التفاضلية:]

منأ  n ، نجنث ين  انك ياحنل  عاًنث nي ي كقن ياحل ياعقم ااًعقتات يااضقدناات منأ يارع نت  

 يا  يبت ي خااقا ت ي ا ن  ال يا  اة

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛) = 0 … . (1) 

,𝑐1فاث  𝑐2, … , 𝑐𝑛   ث يبنت إخااقا نت،  يااح ن    انل ياًعقتانت يااضقدناات ااحنل ياًعطنل

 و.1مأ ياًشاقق  ااًعقتات ل  nعجري 
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معقتاننت مننأ  nو بقلأدننق ت ياننل 1مننأ ياًعننقت     ننقاة  ننأ ياًعقتاننت ل n+1ي انن ن اننث نق 

ل يبذاك  ًاأ فذف يا  يبنت ي خااقا نت يمنهنق نح نل  ان nياعًااق  يااضقداات ياار  ثت ق 

 ياًعقتات يااضقداات ياًطا بت.

يب ضت  قمت  او عا  أ ياًعقتات يااضقداات بحذف يا  يبت ي خااقا ت منأ ياحنل ياعنقم، يبنذاك 

 ت  حثت اع ت ياًعقتات يااضقداات.ي ماقق  ، ي ثت يا  يبت ياًحذي   أ در  

 ننر ملافظننت * لإ جننقت ياًعقتاننت يااضقدنناات ي ي  اننو مجً  ننت ياحننل ياعننقم، عاضننًأ ياطر قننت 

 ياعلاحت باأ  ثت يا  يبت ي خااقا ت  ر مجً  ت ياحل ياعقم ياع ت ياًعقتات يااضقداات.

 [5(: ]6-1مثال )

𝑦ي ي كقن ياحل ياعقم ااًعقتات           = 𝑐 𝑠𝑖𝑛𝑥   

 ثقبت يخااقاي. cفاث          

𝑦 ر                                    𝑦́يكقنت  = 𝑐 sin 𝑋 … . (1) 

𝑦 = 𝑐 cos 𝑋 … . (2)                       

و  اا ن 1و  ال ل2و ينقسو معقتات ل2و ي ل1مأ ياًعقتاااأ ل cبحذف يا قبت ي خااقاي  

ياًطا بت  ياًعقتات
𝑦́

𝑦
= 𝑦 cot 𝑋  ⟹ 𝑦́ = 𝑦 cot 𝑋  

 (:  7-1مثال )

 ي ي كقنت ياًعقتات يااضقداات ياار فاهق ياعقم          

𝑦 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑋 + 𝐶 

 .تثقبت يخااقا  A. B. Cفاث          

𝑦́́́ أن ياًعقتات يااضقداات             =   ر ياًعقتات  0

𝑦́ = 2𝐴𝑋 + 𝐵 

𝑦́́ = 2𝐴 

𝑦́́́ = 0 
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𝑦́́́نلافظ ين ياًعقتات ياًطا بت   =  خقاات.  0

 طا بت.مأ يا  يبت ي خااقا ت ي ر ياًرع ت ياًلائًت  هر ي ن ياًعقتات ياً

 [4(: ]8-1مثال )

 ياًعقتات يااضقداات ياار فاهق ياعقم    جقت

𝑦 =  𝑐1𝑒2𝑥 +  𝑐2𝑒3𝑥 

, 𝑐1فاث           𝑐2 .ثقبت يخااقاي 

 

 و مرعاأ 1نشا  يي نضقدل ياًعقتات ل

𝑦 =  𝑐1𝑒2𝑥 +  𝑐2𝑒3𝑥 … (1) 

𝑦́ =  2𝑐1𝑒2𝑥 +  3𝑐2𝑒3𝑥 … (2) 

𝑦́́ =  4𝑐1𝑒2𝑥 +  9𝑐2𝑒3𝑥 … (3) 

2𝑦́ =  2𝑐1𝑒2𝑥 +  6𝑐2𝑒3𝑥 … (2) 

𝑦́́ =  4𝑐1𝑒2𝑥 +  9𝑐2𝑒3𝑥 … (3) 

𝑦́́ − 2𝑦́ = 3𝑐2𝑒3𝑥  ⟹  𝑐2𝑒3𝑥 =
𝑦́́ − 2𝑦́

3
… . (4) 

 و نح ل2أ ياًعقتات لو م3و يدرح ياًعقتات ل3و  ر ل2درب ياًعقتات ل 

3𝑦́ − 𝑦́́ = 2𝑐1𝑒2𝑥 

𝑐1𝑒2𝑥 =
3𝑦́ − 𝑦́́

2
… (5) 

 و1 ر ياًعقتات ل  𝑐2𝑒3𝑥 ي𝑐1𝑒2𝑥باع  ف  أ حاًت 

𝑦 =
3𝑦́ − 𝑦́́

2
+

𝑦́́ − 2𝑦́

3
 

𝑦 =
9𝑦́ − 3𝑦́́ + 2𝑦́́ − 4𝑦́

6
⟹ 6𝑦 = 5𝑦́ − 𝑦́́ 

∴  𝑦́́ − 5𝑦́ + 6𝑦 = 0 

 و 2يبعًاات ياطرح معقتات ل 2و  ر 2درب ياًعقتات ل

 نح ل و3ل مأ معقتات 
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 Differential Equation of) معلادلات تفاضللية ملن الرتبلة  الأوللى والدرجلة الأوللى 

the first order and Degree) 

 ين ياشال ياعقم اًعقتات يارع ت يلأيال يياثاجت يلأيال    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 + 𝑁9𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =  مي       0

 -عقسو ياًعقت   يااضقداات مأ يارع ت يلأيال يياثاجت يلأيال يال يلأن يا يااقاات:

 در قت   ل ياًاراري . -1

 ياًعقت   يااضقداات يااطات. -2

 ياًعقت   يااضقداات ياًاجقنست. -3

 

 [2(]Sefaration of Variablesأولاً: طريقة فصل المتغيرات )

,𝑀(𝑥  ياًعقتانننننننننننننننننننننننننننننت يااضقدننننننننننننننننننننننننننننناات 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 عح   بعث   ل ياًاراري  يال ياشال يااقار:

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑓2(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

  جل يجريء  ًاات ياااقمل. dyييااضقدل اه  Y  أ ياًارار  dxيااضقدل اه  Xمي عو   ل ياًارار 

 بعث ياااقمل ع  ح بقاشال يااقار:

∫ 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓2(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑐  

 ياذي  ً ل فل ااًعقتات يااضقداات ياًطا بت .

   ثقبت يخااقاي،  ًاأ يد  يا قبنت ي خاانقاي  انل مي صن اة فسن  ماطا نق  ع سنا  ياحنل Cفاث 

 ياعقم.

ه. -  ي ي ي طر مرد يباثيئر نساطا  فذف يا قبت ي خااقاي يياحل يانقعج  ا ن فلاه خقصق
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 [6(: ]9-1مثال )

 و ااًعقتات يااضقداات0،0  جقت ياحل ياعقم يياًنحنر يااقذ ياذي  ًر بقانقطت ل

  𝑒𝑥 cos 𝑦 𝑑𝑥 + (1 + 𝑒𝑥) sin 𝑦 𝑑𝑥 

cos ات  ال أنه  ا ن بض ل ياًاراري  ي اك بقسًت در ر ياًعقت 𝑦 (1 + 𝑒𝑥) نحل 

 
𝑒𝑥

1+𝑒𝑥 𝑑𝑥 +
sin 𝑦

cos 𝑦
𝑑𝑦 = 𝑐 

∴بقاااقمل ياً قمر    ln(1 + 𝑒𝑥) − ln|𝑐𝑜𝑠𝑦| = ln 𝑐 

∴  ln [
(1 + 𝑒𝑥)

(cos 𝑦)
] = ln 𝑐 

 يبذاك  ا ن ياحل ياعقم   

1 + 𝑒𝑥 = 𝑐|cos 𝑦| 
𝑥 بقااع  ف  أ  = 0 , 𝑦 =   أن   0

𝐶 = 2 
 ي ا ن ياحل يااقذ    

1 + 𝑒𝑥 = 2|cos 𝑦| 

 ً  [1المعادلة التفاضلية الخطية ] -ثانيا

هنق منأ ياثاجنت ياًعقتات يااضقداات خطات ي ي كنقن ياًارانر ياًعاًنث يجًان  ياًشناقق  ياانر عظهنر حاًعسًل 

 ب عضهق. ضريبتيلأيال. يغار م

 ييا  اة ياعقمت ااًعقتات يااضقداات يااطات مأ يارع ت يلأيال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 

 yيعسًل خطات  ر 
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 [2(: ]10-1مثال )

   𝑥2𝑦́́ + 𝑥𝑦́ + 𝑥2𝑦 = 𝑒𝑥 sin 𝑥 

,𝑦́́و يمشناققعه y ر معقتات عضقداات خطات فاث ين كل منأ ياًارانر ياانقب  ل 𝑦́  كنل  ميخطانت

منهًننق مر نن ا انندس ييفننث ي  ع جننث ف يصننل دننرب مشنناركت بانهًننق ي   هننو ين عانن ن 

 .Xمعقملاعهق ث يبت يي تيي   ر 

 ق معقتات عضقداات   خطات.ي ي او عاأ ياًعقتات يااضقداات خطات  قنه

 [5(: ]11-1مثال )

 ياًعقت   يااضقداات يااقاات معقت   عضقداات   خطات .

1- 𝑦𝑦́́ + 𝑦́ = 𝑥 

2-  𝑦́ + 𝑥√𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

3- 𝑦́́́ + 𝑥2𝑦́́ + sin 𝑦 = 0 

 ً  .(Homogeneous of Differential Equation)المعادلة التفاضلية المتجانسة من الرتبة الأولى -ثالثا

,𝑓(𝑥 قق   أ ياثيات  𝑦)  قنست مأ ياثاجت ينهق تيات ماجn 

,𝑓(𝜆𝑥ي ي كقن   𝜆𝑦) =  𝜆𝑛𝑓(𝑥, 𝑦) 

,𝑓(𝑥ي احق   اك ي ي كقن كل  فث مأ فثيت   𝑦) نضس ياثاجت  ر ياًارار 𝑥, 𝑦 

 [1(: ]12-1مثال )

,𝑓(𝑥 عجقنس ياثيات          لأخا قا 𝑦) =
𝑥2−𝑦2

√𝑥+𝑦
 

  أن ياحل/

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
𝜆2𝑥2 − 𝜆2𝑦2

√𝜆𝑥 + 𝜆𝑦
= 𝜆

3
2𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) لة متجانسة من الدرجة دا  ∴
3

2
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 [5: ]13) -1مثال )

𝑓(𝑥𝜆)يخا ر عجقنس ياثيات          = √3𝑥 + 𝑦3 

  ياحل/

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = √3𝜆𝑥 + 𝜆𝑦3 

= 𝜆
1
2√3𝑥 + 𝑦3 ≠ 𝜆𝑛𝑓(𝑥, 𝑦) 

ااست تيات ماجقنست   𝑓(𝑥, 𝑦) ∴  

 [2(: ]1-1) مبرهنة

 أن ياثيات  nماجقنساقن مأ ياثاجت  M(x,y), N(x,y)ي ي كقنت ياثيااقن   
𝑀(𝑥,𝑦)

𝑁(𝑥,𝑦)
عا ن    

 ماجقنست مأ ياثاجت صضر

 البرهان:

𝑀(𝜆𝑥, 𝜆𝑦)

𝑁(𝜆𝑥, 𝜆𝑦)
=

𝜆𝑛𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜆𝑛𝑁(𝑥, 𝑦)
= 𝜆°

𝑀(𝑥, 𝑦)

𝑁(𝑥, 𝑦)
=

𝑀(𝑥, 𝑦)

𝑁(𝑥, 𝑦)
 

               تكون متجانسة من الدرجة صفر         
𝑀(𝑥,𝑦)

𝑁(𝑥,𝑦)
 ∴ ياثيات 

 [3(: ]2-1) مبرهنة

,𝑓(𝑥ي ي كقنت ياثيات    𝑦)   ماجقنست مأ ياثاجت صضر  ـأن ياثيات𝑓(𝑥, 𝑦  تيات  ر عا ن

ياًارار 
𝑦

𝑥
 

 البرهان:

𝒛نضع  =
𝒚

𝒙
𝑦يبقااقار عا ن   = 𝑥𝑧  

∴ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑥𝑧) = 𝑥°𝑓(1, 𝑧) = 𝑓 [1,
𝑦

𝑥
] = 𝑓(

𝑦

𝑥
) 
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  ر ياثيات ياًاجقنست  𝜆قامت بدور  Xحيث 

,𝑓(𝑥 ياثيات  ∴  𝑦)  عا ن تيات  ر ياًارار
𝑦

𝑥
 

,𝑓(𝑥الدالة                فمثلا  𝑦) = 𝑥3 − 𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 + 7𝑦3 

 ( وذلك لان 3هي دالة متجانسة من الدرجة )

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = (𝜆𝑥)3 − (𝜆𝑥)2(𝜆𝑦) + 2(𝜆𝑥)(𝜆𝑦2) + 7(𝜆𝑦3) 

                   =  𝜆3𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

,𝑓(𝑥 كذلك   - 𝑦) =
𝑥−𝑦

𝑥+𝑦
  هي دالة متجانسة من الدرجة صفر لان

 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
𝜆𝑥 − 𝜆𝑦

𝜆𝑥 + 𝜆𝑦
=

𝑥 − 𝑦

𝑥 + 𝑦
 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜆℉(𝑥, 𝑦) 

 بناءا على ما تقدم وكامتداد له يقال عن المعادلة التفاضلية من المرتبة الاولى

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = 0 … (2) 

,𝑁(𝑥انها معادلة متفاضلة متجانسة اذا كانت الدالتين  𝑦), 𝑀(𝑥, 𝑦)  دالة متجانسة من

 ة.نفس الدرج

 ( على الصورة2كتابة المعادلة )ويمكن 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑁(𝑥, 𝑦)

𝑀(𝑥, 𝑦)
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 [1كيفية حل المعادلة التفاضلية المتجانسة من الرتبة الاولى. ]

(Method Solution Homogeneous first- order Differential Equation) 

 المعادلة التفاضلية المتجانسة من الرتبة الاولى: هي تلك المعادلة التي تكتب على الصورة

 
dy

dx
= f [

y

x
] 

∴
dy

dx
= z + x

dz

dx
  

∴
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑧) 

∴ 𝑓(𝑧) = 𝑧 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

وبفصل المتغيرات نحصل على الحد العام 
𝑑𝑧

𝑓(𝑧)−𝑧
=

𝑑𝑥

𝑥
ثم عن طريق التكامل نحصل   

 العام. gعلى الح

 [6(: ]14-1مثال )

𝑦)  جقت فل ياًعقتات يااضقداات          + √𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = 0 

 نحصل على  𝑥𝑑𝑥فأن يقسمه الطرفين على 

𝑑𝑥

𝑑𝑥
=

𝑦 + √𝑥2 − 𝑦2

𝑥
=

𝑦

𝑥
+ √(

𝑦

𝑥
)2 

 

𝑧نضع  =
𝑦

𝑥
𝑦وبالتالي   = 𝑥𝑧 

∴
dy

dx
= 𝑧 + 𝑥

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

∴
dy

dx
= z + √1 − 𝑧2 
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∴ 𝑧 + √1 − 𝑧2 = 𝑧 + 𝑥
dy

dx
 

∴  √1 − 𝑧2 = 𝑥
dy

dx
 

                    
𝑑𝑧

√1−𝑧2
𝑥

dy

dx
 

 

∫
𝑑𝑧

√1 − 𝑧2
= ∫

dx

x
 

                                          

𝑧   فنحصل على  =
𝑦

𝑥
والان نضع      

 

 [1من الرتب العليا] المعادلات التفاضلية الخطية(: 10-1) تعريف

(Linear Differential Equation of the Higher order) 

,𝐹(𝑥ي ي كقن  y قق  ينهق خطات  ر ياًارار  nياًعقتات يااضقداات مأ يارع ت  𝑦, 𝑦́, 𝑦́́, … , 𝑦𝑛)  

 مأ ياثاجت ي يال يعا ن  ال يا  اة ياعقمت:

𝑎0𝑦𝑛 + 𝑎1𝑦(𝑛−1) + 𝑎2𝑦(𝑛−2) + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑦  + 𝑎𝑛  = 𝑓(𝑥) … 

𝑎0حيث   ≠ 0 

,𝑎0فإذا كانتت جميتع المعتاملت         𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛   قتيم ثابتتةس ستميت المعادلتة معادلتة

( امتا اذا Linear Equation of constant coefficients خطية ذات معاملت ثابتة )

ستتميت المعادلتتة معادلتتة خطيتتة ذات  Xمعتتاملت دالتتة فتتي كانتتت واحتتدة علتتى الاقتتل متتن ال

وتكتتون  Linear Equation of variable t coefficients)) معتتاملت متغيتترة

بختتلذ ذلتتك تكتتون معادلتتة خطيتتة  يتتر  f(x)=0المعادلتتة ) ( خطيتتة متجانستتة اذا كانتتت 

 متجانسة.

 وبفصل المتغيرات نحصل على   

 

            وبتكامل الطرفين نحصل على الحل العام

 

𝑠𝑖𝑛−1
𝑦

𝑥
= ln 𝑥 + 𝑐 
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 [5](Differential operator)المؤثر التفاضلي (: 11-1) تعريف

ااث ات  ال  ًاات عضقدل بقانس ت يال ياًارار ياًسناقل  نق ي كنقن  Dاعًل يارمز يااضقدار  س 

,𝐷2عقنن م  D  ننأن  xياًاراننر ياًسنناقل  نن  
𝑑

𝑑𝑥
عقنن م مقننقم  

𝑑2

𝑑𝑥2  ي اننذي ااًشنناقق  يااننر ي اننل

عق م مققم   𝐷𝑟مرع ت فاث 
𝑑𝑟

𝑑𝑥𝑟 لr   و ثت صحاح م ج 

 𝐷 =
𝑑

𝑑𝑥
 xيي ياًشاقت ي يال بقانس ت اـ  

𝐿ي ذي يااع ار  = 𝑎0𝐷𝑛 + 𝑎1𝐷𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝐷 + 𝑎𝑛  

 nةًل ياًؤثر يااضقدار مأ يارع ت 

𝐷3كذاك  أن =
𝑑3

𝑑𝑥3 𝐷2 =
𝑑2

𝑑𝑥2 , 𝐷𝑘 =
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘                                                    

   - ً لاه:

       𝐷𝑒3𝑥 =
𝑑

𝑑𝑥
𝑒3𝑥 = 3𝑒3𝑥 

      𝐷2𝑒3𝑥 =
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑒3𝑥 = 9𝑒3𝑥 

 بعض خواص المؤثر التفاضلي:

1) D[𝑓1(𝑥) ∓  𝑓2(𝑥)]= 𝐷𝑓1(𝑥) ∓ 𝐷𝑓2(𝑥) 

2) 𝐷(𝑘 𝑓(𝑥)] = 𝑘𝐷𝑓(𝑥) 

3) 𝑓(𝐷)𝑒𝛼𝑥 = 𝑓(𝛼)𝑒𝛼𝑥 

 Dكثيرة حدود في   fحيث 

 على الصورة. Dمما سبق يمكن كتابة المعادلة ) ( باستخدام المؤثر 

(𝑎0𝐷𝑛 + 𝑎1𝐷𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝐷 + 𝑎𝑛)𝑦𝑓(𝑥) 
 حيث نجد أن:
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∅(𝐷) = 𝑎0𝐷𝑛 + 𝑎1𝐷𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝐷 + 𝑎𝑛 

 .nمن الدرجة  Dحدود في  دالة كثيرة

 ولذلك نضع المعادلة ) ( على الصورة الرمزية 

                     ∅(𝐷)𝑦 = 𝑓(𝑥)  

 وهي معادلة خطية  ير متجانسة اما المعادلة

                    ∅(𝐷)𝑦 = 0  

 فهي معادلة خطية متجانسة
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 الفصل الثاني 

 من الرتبة الثانية ذات المعاملات الثابتة حل المعادلات التفاضلية الخطية
,𝑦1ي ي كقنت      𝑦2, … , 𝑦𝑛 مجً  ت مأ ياثي[ ي  ياًا ات  ال ياضارة ياًراقتa,b يي ي ]

 كقنت 

𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛 = 0 

𝑐1حيث  = 0 , 𝑐2 = 0, … , 𝑐𝑛 = ,𝑦1ثوابت فإن مجموعة الدوال   0 𝑦2, … 𝑦𝑛 

 تسمى مجموعة مستقلة خطيا  

𝑐1𝑦1اما اذا كانت  + 𝑐2𝑦2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛   حيث الثوابت𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛  ليست
,𝑦1جميعها أصفار فإن مجموعة الدوال  𝑦2, … , 𝑦𝑛 . تسمى مجموعة مرتبطة خطيا 

,𝑦1واذا كانت  𝑦2, … , 𝑦𝑛  مجموعة من الدوال المتصلة على الفترة المغلقة[a,b]  وقابله
 :ييلا كم(wronskionمحدد الرونسكيان )مرة فإننا نستطيع تعريف  (n-1للإشتقاق )

   𝑤[𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛] = |
|

𝑦1 𝑦2 … 𝑦𝑛

𝑦́1 𝑦́2 𝑦́𝑛

𝑦́́1 𝑦́́2 𝑦́́𝑛 …  … … 
𝑦1

(𝑛−1) 𝑦2
(𝑛−1) 𝑦𝑛

(𝑛−1)

|
| 

,𝑦1واذا كانت  𝑦2, … , 𝑦𝑛 لدوال المتصلة على الفترة المغلقة مجموعة من ا[a,b]  وقابله
 مرة وتحقق المعادلة التفاضلية (n-1للإشتقاق )

𝑝0(𝑥)𝑦(𝑛) + 𝑝1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + ⋯ + 𝑝𝑛−1(𝑥)𝑦  ́ + 𝑝𝑛(𝑥)𝑦  = 0  

,𝑤[𝑦1واذا كانت  𝑦2, … , 𝑦𝑛] ≠ ,𝑦1مجموعة الدوال لنا فإن  0 𝑦2, … , 𝑦𝑛  تكون
 مستقلة خطيا .
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 [3( : ]1-2مثال )

  اذا كانت مجموعة الدوال

𝑦1 = sin 𝑥;  𝑦2 = cos 𝑥 

 فإن قيمة الرونكسيان لهذه الدوال هي:

𝑤[𝑦1, 𝑦2] = |
𝑦1 𝑦2

𝑦́1 𝑦́2
| = |

𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑥 −𝑠𝑖𝑛𝑥

| = −1 

,𝑤[𝑦1بما أن  𝑦2] ≠ ,𝑦1بالتالي فأن مجموعة الدوال  0 𝑦2 .  مجموعة مستقلة خطيا 

 [4( : ]2-2مثال )

 اذا كانت مجموعة الدوال 

𝑦1 =  𝑥2 + 2𝑥   , 𝑦2 =  𝑦3 + 𝑥 ,      𝑦3 =  2𝑥3 − 𝑥2 

 فأن قيمة الرونسكيان لهذه الدوال هي 

𝑤[𝑦1, 𝑦2, 𝑦3] = |

𝑦1 𝑦2 𝑦3

𝑦́1 𝑦́2 𝑦́3

𝑦́́1 𝑦́́2 𝑦́́3

| = |
𝑥2 + 2𝑥 𝑥3 + 𝑥 2𝑥3 + 𝑥2

2𝑥 + 2 3𝑥2 + 1 6𝑥2 − 2𝑥
2 6𝑥 12𝑥 − 2

| = 0 

,𝑤[ 𝑦1بما أن  𝑦2, 𝑦3 ]  بالتالي فإن مجموعة الدوال 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3  تكون مجموعة
 تبطة خطيا .مر 
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 [6حل المعادلات التفاضلية المتجانسة من الرتبة الثانية ذات المعاملات الثابتة ]

 المعادلة التفاضلية المتجانسة تكتب بالصيغة التالية  -

𝑎 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑐𝑦 = 0 … … (1)     (2.1) 

. 𝑎حيث 𝑏. 𝑐  .ثوابت اختيارية 

ل للمعادلة التفاضلية المتجانسة من الرتبة الثانية ذات ثابت هو ح rحيث  𝑟𝑒𝑟𝑥ليكن 
𝑦 لذلك المعاملات الثابتة = 𝑟𝑒𝑟𝑥 

𝑦 = 𝑟𝑒𝑟𝑥́                    𝑦́́ = 𝑟2𝑒𝑟𝑥 

 

,𝑦بالتعويض عن  𝑦́, 𝑦́́  ( يكون 1في المعادلة ) 

𝑒𝑟𝑥(𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐) = 0 

𝑒𝑟𝑥حيث  ≠  فأن  0

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 

 وهي تسمى بالمعادلة المميزة حلها يكون 

𝑟 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑏2متساويتان اذا كانت   r يتكون قيمت − 4𝑎𝑐 = 0 

𝑏2حقيقة مختلفة اذا كانت    rتكون قيم  − 4𝑎𝑐 > 0  
𝑏2تخيلية )مترافقة( اذا كانت     rتكون قيم  − 4𝑎𝑐 < 0  

 

 

 لذلك
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 -:الحالة الاولى

𝑟1حقيقة   rكانت  اذا ≠ 𝑟2  

𝑟1حيث  =
−𝑏+√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
,        𝑟2 =

−𝑏−√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑟2 في هذه الحالة يمكن اثبات ان  = 𝑒𝑟2𝑥      𝑟1 = 𝑒𝑟1𝑥 

 ( كالأتي:1دوال مستقلة وعلى ذلك هما الحلان الاساسيان للمعادلة التفاضلية )

𝑤(𝑦1, 𝑦2) = |
𝑒𝑟1𝑥 𝑒𝑟2𝑥

𝑟1𝑒𝑟1𝑥 𝑟2𝑒𝑟2𝑥| 

𝑤(𝑦1, 𝑦2, 𝑥) = (𝑟2 − 𝑟1)𝑒(𝑟1+𝑟2)𝑥 

𝑟1حيث ان   − 𝑟2 ≠ 𝑤لذلك فأن  0 ≠ لذلك فأن الحلان مستقلان يكون الحل العام  0
 ( بالصورة 1للمعادلة )

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒𝑟1𝑥 + 𝑐2𝑒𝑟2𝑥 
,𝑐1حيث  𝑐2 .ثوابت اختيارية كما في المثال التالي 

 [4( : ]3-2مثال )

 لأيجاد الحل العام للمعادلة 

𝑦́́ + 5𝑦́ + 6𝑦 = 0 

𝑦نفرض ان  = 𝑒𝑟𝑥 وعلى ذلك 

𝑦́́ = 𝑟2𝑒𝑟𝑥           𝑦́ = 𝑟𝑒𝑟𝑥 

𝑟2 ادلة المميزة بالصورة والمع + 5𝑟 + 6 = 0    

𝑟1 = −2        𝑟2 = −3       
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 وعلى ذلك يكون الحل العام بالصورة 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒−2𝑥 + 𝑐2𝑒−3𝑥 

𝑏2اذا كانت   -:الحالة الثانية − 4𝑎𝑐 =  فأن   0

𝑟1 = 𝑟2 =
−𝑏

2𝑎
 

𝑦1 =
−𝑏

𝑒2𝑎 𝑥 احد الحلول هو                وعلى ذلك يكون   

 هو 𝑦1ولايجاد الحل الثاني والذي يكون مستقل خطيا  عن 

𝑤(𝑦1, 𝑦2, 𝑥) =  𝑒− ∫
𝑏
𝑎𝑑𝑥 = 𝑒

−𝑏
𝑎 𝑥 

 يكون 

𝑦2(𝑥) = 𝑦1 ∫
𝑤

𝑦1
2

𝑑𝑦 = 𝑦1 ∫
𝑒

−𝑏
𝑎 𝑥

𝑒
−𝑏
𝑎 𝑥

𝑑𝑥 

= 𝑦1 ∫ 𝑑𝑥 = 𝑥𝑦1(𝑥) = 𝑥𝑒
−𝑏
𝑎

𝑥 

 لذلك فأن الحل العام يكون بالصورة 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑥𝑦1 
          = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑦1 

 لايجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية [1(]4-2مثال )
𝒚́́ + 𝟒𝒚́ + 𝟒𝒚 = 𝟎 

 يزة هي التي معادلتها المم
𝑟2 + 4𝑟 + 4 = 0 

(𝑟 + 2)2 = 0 ⟹  𝑟1 = 𝑟2 = −2 

𝑦1(𝑥) = 𝑒−2𝑥 

𝑦(𝑥) = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒−2𝑥                يكون الحل العام لها بالصورة
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 ( يكون 𝜃[ بالنسبة الى )2.2يلاحظ ان يتفاضل ]

𝑏2اذا كانت   -:الحالة الثالثة − 4𝑎𝑐 = 0    

 او ذلك لان (ن مركبان مترافقان فأن جذري المعادلة المميزة في هذه الحالة هما جذرا
a.b.c ونفرض انهما على الصورة  )ثوابت حقيقة 

𝑟1 = 𝜆 + 𝑖𝜇       ,    𝑟2 = 𝜆 − 𝑖𝜇   

,𝜆حيث  𝜇    كميات حقيقة 𝑖 =  √−1 

, 𝑟1والان نترك ذلك جانبا  سوف تعود لـ  𝑟2 .ولنبدأ بتعريف الدالة 

𝑓(𝜃) = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃  → [2.2] 

𝑓(0) = 1 

𝑑𝑓

𝑑𝜃
= − sin 𝜃 + 𝑖𝑐𝑜𝑠 

= 𝑖(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃) 

= 𝑖𝑓 
𝑑𝑓

𝑓
= 𝑖𝑑𝜃 

 باجراء تكامل للطرفين يكون 

ln 𝑓 = 𝑖𝜃 + 𝑐 

θحيث ان  =  وعلى ذلك يكون   c=0ومنها فأن  f=1عندما  0

𝑙𝑛𝑓 = 𝑖𝜃 

∴ 𝑓(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 =  𝑒𝑖𝜃 

 وعلى ذلك يكون  Euler’s Formula والعلاقة الاخيرة تسمى بصيغة أويلر 

𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑒𝑖𝑥 

𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑒−𝑖𝑥 
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 بالجمع والطرح يكون 

𝑐𝑜𝑠𝑥 =
1

2
 ( 𝑒𝑖𝑥  , 𝑒−𝑖𝑥), 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

1

2
(𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥) 

,𝑟1ادلة المميزة التي جذراها نعود الان للمع 𝑟2  فأن الحلان للمعادلة التفاضلية ها 

𝑦1 = 𝑒  𝑟1𝑥 = 𝑒𝜆𝑥+𝑖𝜇𝑥 
𝑦2 = 𝑒𝜆𝑥−𝑖𝜇𝑥 

 ولكي ينبني ان هذان الحلان مستقلان فأن:

𝑤(𝑦1, 𝑦2, 𝑥) = |
𝑒𝑟1𝑥 𝑒𝑟2𝑥

𝑟1𝑒𝑟1𝑥 𝑟2𝑒𝑟2𝑥| = (𝑟1 − 𝑟2)𝑒(𝑟1+𝑟2)𝑥 ≠ 0 

𝑟1   لذا ≠ 𝑟2 وعلى ذلك فأن𝑦1, 𝑦2    حلان مستقلان خطيا 

 فان الحل العام الذي ياخذ الصورة 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 

          = 𝑐1 𝑒(𝜆+𝑖𝜇) + 𝑐2𝑒(𝜆−𝑖𝜇)𝑥 
         =  𝑐𝜆𝑥(𝑐1𝑒𝑖𝜇𝑥 + 𝑐2𝑒−𝑖𝜇𝑥) 

         =  𝑒𝜆𝑥{𝑐1(𝑐𝑜𝑠𝜇𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜇𝑥) + 𝑐2(𝑐𝑜𝑠𝜇𝑥 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜇𝑥)} 
         =  𝑒𝜆𝑥{𝑐1 + 𝑐2)𝑐𝑜𝑠𝜇𝑥 + 𝑖(𝑐1 − 𝑐2)𝑠𝑖𝑛𝜇𝑥} 
         =  𝑒𝜆𝑥{𝑐1𝑐𝑜𝑠𝜇𝑥 + 𝑐2𝑖𝑠𝑖𝑛𝜇𝑥} 

   [   4(]5-2مثال )
 لايجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية  

𝑦́́ + 𝑦́ + 𝑦 = 0 
𝑟2 + 𝑟 + 1 = 0 

∴ 𝑟 =
−1

2
± 𝑖

√3

2
 

∴  𝜆 =
−1

2
;  𝜇

√3

2
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 وعلى ذلك فأن الحل العام بالصورة

𝑦(𝑥) = 𝑒
−𝛼
2 [𝑐1𝑐𝑜𝑠 [

√3

2
𝑥] + 𝑐2𝑠𝑖𝑛 [

√3

2
𝑥]] 

 Euler’s Equation [5] أويلر معادلة 

 هي معادلة على الصورة 

𝑥2𝑦́́ + 𝛼𝑥𝑦́ + 𝐵𝑦 = 0  → (1)[2.3] 

,𝛼حيث  𝛽 ثوابت عددية 

 حل المعادلة الاولى تكتب بالصورة نفرض ان  *

𝑦 = 𝑥𝑟 

 ثابت فأن rحيث 

𝑦́ = 𝑟𝑥𝑟−1 
𝑦́́ = 𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2 

,𝑦بالتعويض عن  𝑦́, 𝑦́́  (1المعادلة ) في 

𝑥𝑟{𝑟(𝑟 − 1) + 𝛼𝑟 + 𝛽} = 0 
𝑥𝑟حيث  ≠ 0 

𝑟(𝑟 − 1) + 𝛼𝑟 + 𝛽 = 0 

 وحلها

𝑟 =  
1

2
[−(𝛼 − 1) ± √(𝛼 − 1)2 − 4𝛽 

 -وهناك ثلاث حالات :
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𝛼) اذا كانت   -:الحالة الاولى − 1)2 − 4𝛽 > 0 

𝑟1فأن    ≠ 𝑟2 

𝑦1وعلى ذلك فأن الحلان   = 𝑥𝑟1         ,    𝑦2 = 𝑥𝑟2      

 ويمكن بسهولة اثبات انهما مستقلان خطيا  وعلى ذلك فأن الحل العام هو

 𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑦1(𝑥) + 𝑐2𝑦2(𝑥) 
   [   6(]6-2مثال )

 لايجاد الحل العام للمعادلة  

2𝑥2𝑦́́ + 3𝑥𝑦́ − 𝑦 = 0                  𝑥 > 0 

𝑦بالتعويض عن  = 𝑥𝑟  ى نحصل عل 

𝑥𝑟(2𝑟2 + 𝑟 − 1) = 0 

∴ 2𝑟2 + 𝑟 − 1 = 0 

∴ 𝑟1 =
1

2
             , 𝑟2 = −1 

 وعلى ذلك فأن الحل العام 

𝑦(𝑥) = 𝑐1√𝑥 +
𝑐2

𝑥
           ∀𝑥 > 0 

𝛼) اذا كانت   -:الحالة الثانية − 1)2 − 4𝛽 = 0 

𝑟1في هذه الحالة تكون    = 𝑟2 =
1−𝛼

2
 

𝑦1 (𝑥)أخذ الصورة  و أحد الحلول ي = 𝑥
1−𝛼

2 

 (1من المعادلة ) Wولايجاد الحل المستقل الاخر نحسب 

𝑤(𝑦1, 𝑦2, 𝑥) = 𝑒− ∫
𝛼
𝑥𝑑𝑥 = 𝑒−𝛼𝑙𝑛𝑥 = 𝑥−𝛼 
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 هو  𝑦2وعلى ذلك فإن الحل الثاني 

𝑦2 (𝑥) = 𝑦1 ∫
𝑤

𝑦1
2

𝑑𝑥 = 𝑦1 ∫
𝑥−𝛼

𝑥∫ −𝛼
𝑑𝑥 = 𝑦1 ∫

𝑑𝑥

𝑥
= 𝑦1𝑙𝑛𝑥 

 وعلى  ذلك فأن الحل العام هو 
𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑦1+𝑐2𝑦1 

= (𝑐1 + 𝑐2𝑙𝑛𝑥)𝑦1(𝑥) 

= (𝑐1 + 𝑐2𝑙𝑛𝑥)𝑥𝑟 

   [   2(]7-2مثال )

 لايجاد الحل العام للمعادلة  

𝑥2𝑦́́ + 5𝑥𝑦́ + 4𝑦 = 0                  𝑥 > 0 

𝑦بالتعويض عن  = 𝑥𝑟   ومشتقاتها  يكون 

𝑥𝑟(𝑟2 + 4𝑟 + 4) = 0 

 المعادلة المميزة

𝑟2 + 4𝑟 + 4 = 0 
∴ 𝑟1 = 𝑟2 = −2 

 وعلى ذلك فأن الحل العام هو

  𝑦(𝑥) =
1

𝑥2 (𝑐1 + 𝑐2 𝑙𝑛𝑥) 
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𝛼) اذا كانت   -:الحالة الثالثة − 1)2 − 4𝛽 < 0 

,𝑟1تكون   في هذه الحالة  𝑟2  عددان مركبان مترافقان وذلك اذا كانت𝛼, 𝛽 اعداد حقيقية 

𝑟1 = λ + iμ               , 𝑟2 = λ − iμ   

 :نفرض ان 

 عدد غير مركب فأن: rو  𝑥𝑟اذا كانت 

𝑥𝑟 = 𝑒𝑟𝑙𝑛𝑥 

𝑥𝜆+𝑖𝜇 = 𝑒(𝜆+𝑖𝜇)𝑙𝑛𝑥 = 𝑒𝜆𝑙𝑛𝑥  . 𝑒𝑖𝜇𝑙𝑛𝑥 

= 𝑥𝜆𝑒𝑖𝜇𝑙𝑛𝑥 

= 𝑥𝜆{cos(𝜇𝑙𝑛𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑙𝑛𝑥)} 

 العام لمعادلة اويلر حيث ن الحلأف

𝑦1 (𝑥) = 𝑥𝑟1     ,        𝑦2 (𝑥) = 𝑥𝑟2      

, 𝑥1حيث  𝑥2   حلول مستقلة خطيا 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑦1(𝑥) + 𝑐2𝑦2(𝑥) 

 الة               الح 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑦1(𝑥) + 𝑐2𝑦2(𝑥) 
=  𝑐1 𝑥(𝜆+𝑖𝜇) + 𝑐2 𝑥(𝜆−𝑖𝜇) 

= 𝑥𝑟[𝑐1 cos(𝜇𝑙𝑛𝑥) + 𝑐1 isin(𝜇𝑙𝑛𝑥)]

+ 𝑥𝑟[𝑐2 cos(𝜇𝑙𝑛𝑥) − 𝑐2 isin(𝜇𝑙𝑛𝑥)] 

= 𝑥𝜆{(𝑐1 + 𝑐2 ) cos(𝜇𝑙𝑛𝑥) + 𝑖(𝑐1 − 𝑐2 ) 𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑙𝑛𝑥)} 

∴ 𝑦(𝑥) = 𝑥𝜆{𝑐1 cos(𝜇𝑙𝑛𝑥) + 𝑐2 sin(𝜇𝑙𝑛𝑥)} 
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   [   3(]8-2مثال )

 لايجاد الحل العام للمعادلة  

𝑥2𝑦́́ + 2𝑥𝑦́ + 𝑦 = 0                 

𝑦نفرض ان  = 𝑥𝑟    ونعوض في المعادلة 

𝑥𝑟[𝑟(𝑟 − 1) + 2𝑟 + 1] = 0 

∴ 𝑟 =
−1 ± 𝑖√3

2
 

𝜆 =
−1

2
   , 𝜇 =

√3

2
 

 فأن الحل العام هو 

𝑌(𝑥) =
1

√𝑥
[𝑐1 cos [

√3

2
𝑙𝑛𝑥] + 𝑐2 sin [

√3

2
𝑙𝑛𝑥]]  
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