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الى من غمروني بفيض حبهم ورعايتهم أساتذتي الكرام إلى 
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 الفصل الثاني

  
  2-2 2-1المقدمة 

دوران جسيم حول نقطة 
 2-3  الاصل .

دوران جسيم حول نقطة في  
  ٢٠   المستوي. 
 المصادر



  الخلاصة
والدوران) و هذا البحث تحت عنوان ( تدوير المحاور 

يتضمن فصلان الفصل الأول و عنوانهُ تدوير المحاور 
إلى صورة نقطة بعد تحويل  قو فيه يتم التطر

الإحداثيات الكارتيزية المتعامدة عند دوران المحاور 
حول نقطة الاصل و صورة نقطة عند تحويل 
الإحداثيات الكارتيزية المتعامدة عند تغير نقطة الاصل 

كما يتناول البحث المعادلة العامة من و دوران المحاور 
  الدرجة الثانية والتي بصيغة 

ଶ ଶ  
   xyخالية من حد يحوي على  و تحويلها الى معادلة

  بإيجاد تحويل دوراني المحاور بزاوية قيمتها .
 

و الفصل الثاني يتضمن موضوع دوران جسيم حول 
صل و علاقة الجسيم بالنسبة إلى موقعهُ الجديد نقطة الا

وبالعكس بالإضافة إلى دوران جسيم حول أي نقطة في 
            المستوي الاحداثي 
                       V          
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  المقدمة
  

الذين ومن الهندسية : هي مفهوم واسع في الرياضيات التحويلات 
] و ٢التحليلية[كتبوا في هذا الموضوع ( اي جي برسل) الهندسة 

في الرياضيات و لها تطبيقات عديدة التحويلات الهندسية  أهمية 
منها تدوير المحاور و التي تفيدنا في كثير من المسائل يكون وضع 

الصعبة الحل لهذا فأن المحاور بجعل من المعادلة الخاصة بالمسألة 
 ً لجعل الحل سهلا و اللجوء الى تدوير المحاور يصبح ضروريا

في الاستقرارية أهمية كبيرة عند دراسة صحيحا . ولنقل المحاور 
التفاضلية.  و كذلك يلعب دور بارز في نظرية المعادلات  موضوع

الدوران أهمية و الفيزيائية و لدراسة ة أغلب التطبيقات الهندسي
  مثل حركة الكوكبية.كبيرة في دراسة بعض الحالات الفيزيائية 

   



 

 ٢

  
 
 
  الفصل الأول       

     تدوير المحاور      
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 المقدمة  ١-١
دراسة تحويل الإحداثيات الكارتيزية المتعامدة عند دوران في هذا الفصل يتم 

 المحاور . 
  . الإحداثيات الكارتيزية المتعامدة عند تغير نقطة الاصل و دوران المحاورو تحويل 
 .[2]  تحويل الإحداثيات الكارتيزية المتعامدة عند دوران المحاور  2-1 

 نتناول اولا علاقات تحويل الاحداثيات الكارتيزيه المتعامدة عند دوران المحاور اي
 عند ذلك التغير لمجموعه احداثيات المتعامدة الذي يتم فيه دوران المحورين في  

 .وتبقى نقطه الاصل و مقياس الرسم دون تغير ،ناحية وبزاويه واحدة 
 محورين   هما Δy ،ΔΧهما المحورين القديمين للإحداثيات وإن  Δy، ΔΧنفرض إن 

 . جديدين 

الاحѧѧداثي القѧѧديم ضѧѧح الرسѧѧم البيѧѧاني ايجѧѧاد العلاقѧѧة بѧѧين المسѧѧتوى يو1.1 )(شѧѧكل   
  .دالجدي والاحداثي

 
 يتحѧѧدد موضѧѧع المحѧѧورين الجديѧѧدين بالنسѧѧبة الѧѧى القѧѧديمين لإعطѧѧاء زاويѧѧه دوران   

 نفهمهѧѧا (x)اللازمѧѧة لينطبѧѧق المحѧѧوران القѧѧديمان علѧѧى الجديѧѧدين ترمѧѧز لهѧѧذه الزاويѧѧة  
 ).نحѧѧدد الاتجѧѧاه الموجѧѧب للѧѧدوران (المثلثѧѧاتكمѧѧا هѧѧو مصѧѧطلح عليѧѧه فѧѧي حسѧѧبان  

 سѧѧيكون لهѧѧا مجمѧѧوعتين مѧѧن (Δ )فѧѧي المسѧѧتوي عѧѧدا (p)اختياريѧѧة   فѧѧإن كѧѧل نقطѧѧة
 همѧѧا مسѧѧقط النقطѧѧة  (x,y)الإحѧѧداثيات الاصѧѧليات  (y' ',x) ، (x,y)الإحѧѧداثيات  

(p)  ليينѧѧورين الاصѧѧى المحѧѧعلΔy,  ΔΧ   دانѧѧداثيان الجديѧѧالاح('y,'x ) قطѧѧا مسѧѧهم 
 .      'Δy'  ، ΔΧعلѧѧѧѧѧى المحѧѧѧѧѧورين الجديѧѧѧѧѧدان  ( p )  قطѧѧѧѧѧةالن 

 نبحѧѧѧѧث الان عѧѧѧѧن صѧѧѧѧيغة تѧѧѧѧربط بѧѧѧѧين الاحѧѧѧѧداثيات القديمѧѧѧѧة والجديѧѧѧѧدة لأيѧѧѧѧة نقطѧѧѧѧة
(p), نرمز(V, θ)  الى الاحداثيات القطبية للنقطة(p) ديمينѧѧبالنسبة الى المحورين الق 



 

 ٤

 ( x,y) , الرمزѧѧب(V , θ)   ةѧѧنفس النقطѧѧة لѧѧداثيات القطبيѧѧى الاحѧѧال(p )  ىѧѧبة الѧѧبالنس
  و كذلك من الواضح.  (|v=|οp)  المحورين الجديدين وفي كلتا الحالتين

 
                                          مما يؤدي الى                                            

 θ=θ-α    
   ߠ cos ݒ = ′ݔ 
  ߠ sin ݒ = ′ݕ
 ߠ cos ݒ = ݔ                             ߠsin ݒ = ݕ
  (ߙ − ߠ)cos ݒ = ߠ cos ݒ = ′ݔ
                     (ߙsin . ߠ sin + ߙ cos . ߠ cos)ݒ =
  ߙsin . ߠ sin ݒ + ߙ cos . ߠ cos ݒ =
  ߙ sin ݕ  + ߙ cos ݔ =
 
  ߠ sin ݒ = ′ݕ
  (ߙ − ߠ )sin ݒ =
 (ߙ sin . ߠ cos − ߙ cos . ߠ sin) ݒ =
 ߙ sin . ߠ cos ݒ − ߙ cos . ߠ sin ݒ =
   ߙ sin ݔ − ߙ cos ݕ =
  ߙ sin ݕ + ߙ cos ݔ = ′ݔ
                  (1.1)…     ߙsin ݔ − ߙ cos ݕ = ′ݕ
   

  بزاويةو هما العلاقتان المطلوبتان اي العلاقتان المعبرتان عن دوران المحورين 
الاحداثيان الجديدان بدلالة     'x' , y)  . المعبرتان عن  p) و النقطة ( ߙ( 

 ) و كما يلي'x', y) بدلالة احداثيهما الجديدين ( pللنقطة (  x , yالاحداثيان القديمين 
 :  

 
  ߠ cos ݒ = ݔ 
  ( ߙ + ߠ )  ݏܿݒ =
  (ߙ sin ߠsin − ߙݏܿ ߠ cos) ݒ =
 ߙ sin ߠ sin ݒ − ߙ cos ߠ ݏܿݒ =

} 



 

 ٥

  ߙsin ′ݕ − ߙ cos ′ݔ =
        ߠsin ݒ = ݕ
  ( ߙ + ߠ)sin ݒ =
  (ߙsin ߠ cos + ߙ cos ߠsin) ݒ =
 ߙsin ߠ cos ݒ + ߙ cos ߠ sin ݒ =
  ߙsin ′ݔ + ߙ cos ′ݕ = 

                                                                                                             بذلك يكون و
  ߙsin ′ݕ − ߙ cos ′ݔ = ݔ
 (1.2)…        ߙ sin ′ݔ + ߙ cos ′ݕ = ݕ

 
       و هما العلاقتان المطلوبتان. 

للمحاور بعد التحويل الدوراني   P(4,6)الجديدة للنقطة جد الإحداثيات  1.1 )  (مثال
ߙبزاوية  = గ

ଷ   ؟  
  / الحل

  

  
  
  

ࢻ يوضح الرسم البياني تدوير زاوية قدرها) 2.1 شكل ( = ࣊
  

   x=4 , y=6و بتعويض 
Sinα=sinగ

ଷ = √ଷ
ଶ  

Cosα=cosగ
ଷ = ଵ

ଶ  
  

} 



 

 ٦

  ).١باستخدام معادلتي (
2 + 3√3)= 6(√ଷ

ଶ)+= 4(ଵ
ଶ  ݔ′  

 6 ቀଵ
ଷቁ − 4 ቀ√ଷ

ଶ ቁ = 3 −   ′ݕ=   3√2
  تحويل دوراني للمحاور و بزاوية بعد   P(4,6)فأن الإحداثيات للنقطة هكذا 

ߙ = ߨ
2 هي(3  + 3√3, 3 − 2√3)( 

بعد تدوير المحاور بزاوية   xy=1   جد المعادلة الجديدة للمخطط1-2 )[4](مثال 
α=࣊

    ؟ 
   /الحل

ݏܿ ߨ
4 = 1

√2 

݊݅ݏ ߨ
4 = 1

√2 
  ) نحصل على 1.2(و باستخدام العلاقة 

X= ଵ
√ଶ ᇱݔ) − ,         (ᇱݕ ݕ = ଵ

√ଶ ᇱݔ) +   (ᇱݕ
  نحصل على   xy=1هذين المعادلتين في المعادلة المعطاة  و بتعويض

 ଵ
√ଶ ᇱݔ) − (ᇱݕ ∗ ଵ

√ଶ ᇱݔ) + (ᇱݕ = 1  
 ଵଶ ᇱଶݔ) − (ᇱଶݕ  = 1  
 ௫మ

ଶ − ௬మ
ଶ = 1  

    'x' , yبالنسبة المحورين الجديدين في وضع قياسي  و هذه المعادلة تمثل قطع زائداً 

 البياني معادلة للقطع زائد) يوضح الرسم 3.1شكل (            



 

 ٧

، و المعادلة الجديدة التي   x yدالمعادلة الأصلية تحتوي ح) نلاحظ 2.1 (في مثال   
إلى المعادلة من الدرجة الثانية ب  و لان نتطرق 'x' yالحد  حصلنا عليها لا تحوي 

x y   وهي 
ଶݔܣ  + + ݕݔ ܤ ଶݔ ܥ + ݔܦ + ݕܧ + = ܨ 0 … (1.3) 

إذا كانت اصفاراً و هي أعداد حقيقية لأنه   A , B , Cحيث ليست جميع   
) عندئذ يمكن إيجاد تحويل  B≠0( اي إنه أذا كان   xy) تحتوي على ١المعادلة(
و  'x' y) إلى معادلة من الدرجة الثانية ب ١دائما كالذي يحول المعادلة(دوراني 

  . بتعويض معادلتي الدوران 'x' yالتي لا تحتوي الحد 
ݔ   = ᇱݔ cos ߠ − ᇱݕ sin   ߠ
ݕ  = ᇱݕ  cos ߠ + ᇱݔ sin   ߠ

  نحصل على   1.3) في معادلة (
A( ݔଶ cos ߠ − ᇱݕᇱݔ2 cos ߠ sin ߠ + ᇱଶݕ sin ߠ + ᇱଶݔ)ܤ cos ߠ +
ߠ݊݅ݏᇱݕᇱݔ cosଶ ߠ − ᇱݕᇱݔ sinଶ (ߠ + ᇱݔ)ܦ cos ߠ − ᇱݕ sin (ߠ +
ᇱݔ)ܧ sin ߠ + ᇱݕ cos (ߠ + ܨ = 0  

  ذه المعادلة اذا جمعنا الحدود تصبح ه
A'ݔᇱଶ + ᇱݕᇱݔᇱܤ + ᇱଶݕᇱܥ + ᇱݔᇱܦ + ᇱݕᇱܨ + ᇱܨ = 0  

  حيث فيها 
   
cosଶܣ = ′ܣ sinଶ ܥ + ߠ cos ߠ sin ܤ + ߠ  ߠ
cosଶ )ܤ = ′ܤ ߠ − sinଶ   ߠ cos ߠ sin (ܥ − ܣ)2 −(ߠ
sinଶ ܣ = ′ܥ   cos² θ ܥ + ߠ cos ߠ sin ܤ ߠ
  ߠ sin ܧ + ߠ cos ܦ = ′ܦ
  ߠ cos ܧ + ߠ sin ܦ = ′ܨ
   ܨ = ′ܨ

cosଶ            لكن  ߠ − sinଶ ߠ = cos   ߠ
2sin و                  ߠ cos ߠ = sin    ߠ

  على نحو التالي يمكن أعادة كتابتهُ  (     'B  )  دارالمق
B'=B cos 2θ –(A-C) sin 2θ    



 

 ٨

  
B'=0  اذا كانB cos θ -(A-C)sin θ  =0.     

B≠0 cot 2θ 
2θ=ି

  … ( 1. 4)             cot  
  أي ان المعادلة من الدرجة الثانية بصيغة 

Aݔଶ + ݕݔܤ + ଶݕܥ + ݔܦ + ݕܧ + ܨ = 0  … (1)  
A'ݔᇱଶ + ᇱଶݕᇱܥ + ᇱݔᇱܦ + ᇱݕᇱܧ + ܨ = 0  … (1.5)  

                                                         ) التي لها              θبواسطة دوران بزاوية  (
cot2θ  = ି

      
  

    الدوران جد معادلة جديدة لمخطط  )  بواسطة 3.1(ل مثا
ଶݔ41 + ݕݔ24 + ଶݕ34 − ݔ80 − ݕ60 − 150 = 0   

  ) بحيث ان θنختار زاوية الدوران ( الحل / 
Cot2 θ= ି

  = ସଵିଷସ
ଶସ = 

ଶସ  
cot 2θ = من  

ଶସ   نحصل على يجب انsin θ ,  cosθ     
Cos 2θ = 

ଶହ   صيغ نصف الزاوية في المثلثات و نحصل على و استعمال  

             Cos θ=ටଵା ళ
  మఱ

ଶ = ସ
ହ    sinθ =ଷ

ହ  
  سوف تكون معادلتي الدوران 

X=ଵ
ହ ᇱݔ4)  − ᇱ)  y=ଵݕ3

ହ ᇱݔ3) +           (ᇱݕ4
 - و بالتعويض في المعادلة المعطاة نحصل على:

1
25 ᇱଶݔ16)41] − ᇱݕᇱݔ24 + (ᇱଶݕ9 + ᇱଶݔ12)24 + ᇱݕᇱݔ7 + 12) 
ᇱଶݔ9)34 + + ᇱݕᇱݔ24 + [(ᇱଶݕ16 − ᇱݔ4)16 −  (′ݕ3
ᇱݔ3)12  − + ᇱݔ4 − 150) = 0 

 



 

 ٩

 نحصل اذا جمعنا الحدود المتشابهة 
 1
25 [(656 + 288 + ᇱଶݔ(306 + 24(−41 + 34 +  ′ᇱݕᇱݔ(7
+( ݂ 369 − 288 + [ᇱଶݕ(544 − (64 + ᇱݔ(36 + (48 − ᇱݕ(48 − 150 = 0 

 أي ان 
1

25 ᇱଶݔ1250) + (ᇱଶݕ625 − ᇱݔ100 − 150 = 0 
ᇱଶݔ50  + ᇱଶݕ25 − ᇱݔ100 − 150 = 0 
ᇱଶݔ2  + ᇱଶݕ − ᇱݔ4 − 6 = 0 

  
تحويل الإحداثيات الكارتيزية المتعامدة عند تغير نقطة الاصل و دوران 3-1

  ]  1 المحاور.  [
المتوازي  سنبحث تلك الازاحة للمحاور التي يمكن تحقيقها بواسطة النقل   

المجموعة  أزاحهللمقدار  نرمز)  ،معدم تغيير مقياس الرس(د ورانها ثم  للمحورين
 )بالرمز Δyالمحور  اتجاهالمجموعة في  لمقدار ازاحة (a)بالرمز  ΔXفي اتجاه 

b)   ولزاوية دوران المحاور بالرمزα. هما المحوران   ، ′ݕ߂ ′ݔ߂  نفرض ان
الى المحورين القديمين  بالنسبة (x، y)احداثيات  ( p )نقطه لأيالجديدان يمكن 

 العموم بالنسبة الىعلى وجه   مختلفتان (x' , 'y )احداثيات  (p)النقطة ولنفس هذه
 ، 'x'عن  المحورين الجديدين وهدفنا هنا هو الحصول على العلاقات التي تعبر

y   بدلالهy، x  وكذلك العلاقات التي تعبر عنx, y    بدلالهx' , 'y .  ولحل هذه
محوريها مع أتجاه  اتجاه المسألة ندخل مجموعة مساعدة من الاحداثيات ينطبق

 .أصلها على نقطة أصل المجموعة الجديدة مة وتنطبق نقطةمحوري المجموعة القدي
  
  
  



 

 ١٠

  
  
  
  
  

الكارتيزية المتعامدة تحول الإحداثيات يوضح الرسم البياني  4.1) (شكل 
 عند دوران المحاور تغير نقطة الاصل و دوران 

              
الاحداثي و   "Δ'Yو   "Δ'Xمركز لمحوري المجموعة المساعدة بالرمزين     

أن المجموعة المساعدة وحيث  ''xبالرمزين بالنسبة لهذين المحورين  P) (النقطة 
 ) aبمقدار ( القديمات بصورة متوازية محوري مجموعة الإحداثيات  ةبالإزاحتنتج 

 -وفق العلاقة التالية: ) y) في الاتجاه ( b(وبمقدار  x )( في الاتجاه 
ݔ = ᇱᇱݔ + ܽ 

الجديدة تنتج بدوران  المجموعة الجديدة تنتج بدوران المجموعةإن و بعد ذلك بما    
 نحصل على ) 1.2() وفق العلاقة αبزاوية ( المساعدة المجموعة 

ᇱᇱݔ = ᇱݔ cos ߙ − ᇱݕ sin          ߙ
ᇱᇱݕ = ᇱݕ cos ߙ  + ᇱݔ sin  ߙ

 نحصل علىالعلاقتين السابقتين    ''x'' , y بالتعويض بصيغتي  و
ݔ = ᇱݔ cos ߙ − ᇱݕ sin ߙ + ܽ 
ݕ = ᇱݕ cos ߙ + ᇱݔ sin ߙ +    العلاقة(1.6) … ܾ

 من مجموعة المعادلتين السابقتين نجد ان مجهولان  و تحديدهما  'x' ,y  اعتبار انو 
ᇱݔ = ݔ) − ܽ) cos ߙ + ݕ) − ܾ) sin  ߙ

ᇱݕ = ݕ) − ܾ) cos ߙ − ݔ) − ܽ) sin     ߙ
المناظرة لنقل نقطة الأصل في النقطة  كون علاقات تحويل الإحداثيات ) 4.1 مثال (

, )′′ࢤ )  ࣊و دوران المحاور بزاوية
   ؟  

…  العلاقة(1.7)
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ߙنفرض الحل /  = గ
ସ   ،b=3   ،a=2    نحصل ) (1.6في علاقة و نعوضها

  بدلالة الجديدين. على صيغتي الاحداثين القديمين 
x = xᇱ − y′

√2  + 2 

y = xᇱ + yᇱ
√2 + 3 

  أخرى نحصل على تارة و بطرح هاتين المعادلتين تارة و جمعها 
xᇱ = ୶ା୷

√ଶ − ହ
√ଶ  

yᇱ = −x + y
√2 − 1

√2 
αض حل أخر / نعو = 

ସ  b=3     ،a=2     و نحصل ٧العلاقة (في (
  على العلاقة المطلوبة 

xᇱ = (x − 2) 1
√2  + (y − 3) 1

√2 

yᇱ = (y − 3) 1
√2 − (x − 2) 1

√2 

xᇱ = x + y
√2  − 5

√2         , yᇱ = −x + y
√2  − 1

√2 
  
  

  
  

࢞الجديدة ) جد المعادلة 5.1مثال ( + ࢟ + ࢞ − ࢟ +  =    بعد تحويل
و دوران المحاور  1-,2- )المناظرة لنقل نقطة الاصل في النقطة ( الإحداثيات 

− (بزاوية ࣊
(] ١؟[  

     a=-2  , b=-1الحل/ بتعويض 
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cos ቀ− ߨ
4ቁ = 1

√2             ; sin ቀ− ߨ
4ቁ = − 1

√2  
  ) 1.6( في الصيغة

ݔ = 1
√2 ᇱݔ + 1

√2 ᇱݕ − 2 

ݕ = 1
ᇱݕ 2√ − 1

√2 ᇱݔ − 1 
  في المعادلة المعطاة و بتعويض هاتين المعادلتين 

ቆ ᇱݔ
√2 + ᇱݕ

√2 − 2ቇ
ଶ

− ቆ ᇱݕ
√2 − ᇱݔ

√2 − 1ቇ
ଶ

+ 4 ቆ ᇱݔ
√2 + ᇱݕ

√2 − 2ቇ

− 2 ቆ ᇱݕ
√2 − ᇱݔ

√2 − 1ቇ
ଶ

+ 1 = 0 
ᇱݕᇱݔ = 1 
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     الثاني  الفصل
  الدوران  
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 المقدمة1-2 

من نقطة إلى نقطة الموضوع يتم دراسة دوران جسيم حول نقطة الاصل في هذا 
 النقطة. و بزاوية دوران  وإيجاد العلاقة بين إحداثيات أخرى 

 دوران جسيم حول نقطة في المستوي. وايضا يتم دراسة 
   

 4 ][دوران جسيم حول نقطة الاصل  ) (2-2
  p₁( x₁, y₁ )من النقطة  حول نقطة الاصل  سنتناول في هذا الفصل دوران جسيم

و إيجاد العلاقة بين إحداثيات  )θ( بزاوية دوران قدرها p₂( x₂, y₂)إلى النقطة 
) θوبالعكس بوجود زاوية دوران قدرها (  p₁( x₁, y₁ )بدلالة  P₁( x₁, y₁ )   النقطة

إلى النقطة     P₁( x₁, y ₁)ولحساب هذه العلاقة نفرض إن جسيم يتحرك من النقطة
p₂( x₂, y₂ )  دوران قدرها بزاوية )θ .بالاتجاه الموجب كما في الشكل ( 

    
  
  
  
  
  
 حول نقطة الاصل يوضح الرسم البياني دوران جسيم   )5.1شكل (       

 ,p₁( x₁ النقطةالقطبية لإيجاد العلاقة بين الإحداثيات  بالإحداثياتيمكن الاستعانة 
y₁)   والنقطةp₂( x₂, y₂ ) 

 - كالآتي:
X₁= v cosα                  Y₁= v sinα                      
   
X₂= v cosφ                     Y₂= v sinφ                  

 لذلك يكون .           φ=α+θلكن.  



 

 ١٥

 X₂= v cos (α+θ  )                                    
Y₂= v sin ( α+θ)                        …(2.1) 
X₂= v cos (α+θ )                                    
X₂= v ( cosα  cosθ – sinα sinθ )              
X₂= v cosα  cosθ – v sinα sinθ            
X₂= x₁ cos θ  - y₁ sinθ                           

 كذلك.  و 
Y₂= v sin ( α+ θ )                                       
Y₂= v ( sin α cosθ + cosα sinθ).              
Y₂= v sin α cos θ+ v cosα  sinθ.              
Y₂= y₁ cos θ + x₁ sinθ.                              

 وبذلك يكون. 
 

X₂= x₁ cosθ  - y₁ sinθ                                   
Y₂= y₁ cosθ  + x₁ sinθ     …(2.2)                              

)  θالعلاقتѧѧѧѧѧان المعبرتѧѧѧѧѧان عѧѧѧѧѧن دوران جسѧѧѧѧѧيم بزاويѧѧѧѧѧة  ( وهمѧѧѧѧѧا العلاقتѧѧѧѧѧان، أي
 بدلالة النقطة   p₂( x₂, y₂ )للنقطة  

P₁( x₁, y₁ )   
 p₁( x₁, y₁ ) كѧѧذلك يمكѧѧن الحصѧѧول علѧѧى العلاقتѧѧين المعبѧѧرتين عѧѧن النقطѧѧة  و

 p₂( x₂, y₂ )بدلالة إحداثيات النقطة  
 - وكما يلي :

             α=φ-θ لدينا 
X₁= v cos α                                     
X₁= v cos ( φ - θ)                              
X₁= v ( cosφ cosθ + sinφ sin θ)               

} 
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X₁=x₂  cos θ+ y₂ sinθ.                  
                                                                           و كذلك   

Y₁= v sinα.                                  
Y₁ = v sin (φ -θ)                             
Y₁= v ( sinφcosθ – cosφ sinθ)              
Y₁= v sinφcos θ– v cosφ sinθ.              
Y₁= y₂ cos θ – x₂ sinθ.                        

   - هي :  p₂(x₂,  y₂)بدلالة إحداثيات النقطة  p₁( x₁,y₁) و بذلك العلاقتان المعبرتان عن  
X₁= x₂ cos θ + y₂ sinθ.                          
Y₁= y₂ cos θ + x₂ sinθ     …(2.3)              

تحت   p(4,2)جد إحداثيات موقع جسيم بعد أن يتحرك من النقطة  )(6.2مثال 
 ؟π/6تأثير دوران حول نقطة الأصل بزاوية. 

  -الحل:
       x=4 , y=2بتعويض 

Sinθ = sinగ
 = ଵଶ                                           

 Cosθ = cos  గ =  √ଷ
ଶ                                           

 ) نحصل على 2.2(في الصيغة  
ଶݔ = 4 √3

2 − 2 1
2 

₂ݔ =  2√3 − 1    
ଶݕ  =  2 √ଷ

ଶ + 4(ଵ
ଶ)    

₂ݕ =  √3 + 2      
గ)إحداثيات الجسيم بعد دوران بزاوية 

ସ)   من النقطةP(4,2) : هي -   

} 



 

 ١٧

       ( 2√3 − 1; √3 + 2)  ]٢[ 
 دوران جسيم حول نقطة في المستوي  3-2
جسيم حول  أي نقطة في المستوي من النقطة  سنتناول في هذا الفصل دوران     

P(x,y)   إلى النقطةP(x,y)    )بزاوية دوران قدرهاθ  إيجاد العلاقة بين ، (
و نقطة مركز الدوران وبالعكس    P(x ,y)بدلالة    P(x,y)الإحداثيات النقطة 

و لحساب هذه العلاقة نفرض إن جسيم يتحرك ) .  θبوجود زاوية دوران قدرها(
بالاتجاه الموجب   ) θ(     دوران قدرهابزاوية    P(x,y)إلى   P(x,y)من النقطة 

  .كما في الشكل    P(x,y)حول النقطة 
  
  
  
  
  
  
  

  

 نقطة في المستويدوران جسيم حول   6.2) شكل (             
 . نجد أن  P₀ P₂P₁  Δفي   

cos ߙ = ₁ݔ − ₀ݔ
ݒ                             sin ߙ = ₁ݕ − ₀ݕ

ݒ   
₁ݔ − ₀ݔ = ݒ cos ߙ ₁ݕ                          − ₀ݕ = ݒ sin  ߙ
cos(ߙ + (ߠ  = ₂ݔ − ₀ݔ

ݒ   
₂ݔ − ₀ݔ = ݒ cos( ߙ +  ( ߠ
₂ݔ − ₀ݔ = cos)ݒ ߙ cos ߠ − sin ߙ sin  (ߠ
₂ݔ − ₀ݔ = ݒ cos ߙ cos ߠ − ݒ sin ߙ sin    ߠ

₁ݕ   x₀= v cos α     ₁- xلكن  − ₀ݕ = ݒ  sin                  ߙ
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₂ݔ − ₀ݔ = ₁ݔ) − (₀ݔ cos ߠ − ₁ݕ) − (₀ݕ sin  ߠ
₂ݔ = ₁ݔ)] − (₀ݔ cos ߠ − ₁ݕ) − (₀ݕ sin [ߠ +  ₀ݔ

௬₂ି௬₀                                      كذلك
௩ = sin (α + θ)  

₂ݕ − ₀ݕ = ݒ sin( ߙ +      ( ߠ
₂ݕ − ₀ݕ = sin)ݒ ߙ cos ߠ + cos ߙ sin  (ߠ
₂ݕ − ₀ݕ = ݒ sin ߙ cos ߠ + ݒ cos ߙ sin  ߠ

₁ݔلكن      − ₀ݔ = ݒ cos ߙ ₁ݕ     ,           − ₀ݕ = ݒ  sin   ߙ
₂ݕ − ₀ݕ = ₁ݕ) − (₀ݕ cos ߠ − ₁ݔ) − (₀ݔ sin  ߠ
₂ݕ = ₁ݕ)] − (₀ݕ cos ߠ − ₁ݔ) − (₀ݔ sin [ߠ +  ₀ݕ

بتأثير دوران بزاوية  حول   P(x,y)موقع الجسيم بعد دوران من النقطة اي ان 
  هو  P(x,y) النقطة 

₂ݔ = ₁ݔ)] − (₀ݔ cos ߠ + ₁ݕ) − (₀ݕ sin [ߠ +  ₀ݔ
₂ݕ = ଵݕ )] − (ݕ cos ߠ + ଵݔ ) − (ݔ sin [ߠ + ₀ݕ … (2.4)   

 
   P(x,y)القديمين و كذلك يمكن الحصول على العلاقتين المعبرتين عن الاحداثين 

  و كما يلي )  (x,yالإحداثيات الجديد بدلالة 
  نجد أن.   Δ   P₀ P₁ P₂في

₁ݔ − ₀ݔ
ݒ  = cos( ߮ −  (ߠ 

x₁ - x₀= v cos(φ-θ)                           
x₁  - x₀ =v(cos φcos θ+sinφ sin θ  
x₁ – x₀ = v cosφ cosθ + v sin φ sin  

  لكن
 x₂ – x₀ = v cosφ   
Y₂-y₀ = v sin  φ              
X₁ – x₀ =(x₂-x₀) cosφ +(y₂ -y₀) sin φ            
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X₁ =[(x₂ – x₀)cosφ  + ( y₂– y₀) sin φ] + x₀  
௬₁ି௬₀                                            كذلك

௩ = sin (߮ −    (ߠ 
Y₁- y₀= v sin ( φ-θ )                              
y₁- y₀ = v ( sin φ cosθ – cosφ  sinθ )   

 y₁ – y₀ = v sinφ cosθ – v cos φsinθ   
  

   Y₂- y₀ = v sin φ      ،     φ x₀=v cos    - x₂                           لكن.  
Y₁- y₀ =(y₂ – y₀ ) cos θ– ( x₂– x₀ ) sin  
 y₁=[( y₂– y₀ ) cos θ - ( x₂ – x₀ ) sinθ ] + y₀  

) حول  θبتأثير دوران بزاوية  (   P₁ ( x₁ , y ₁)أي إن موقع الجسيم بعد دوران من النقطة 
  هو     P₀ ( x ₀, y ₀)النقطة 

x₁= [( x₂ – x₀) cosθ + ( y₂ – y₀) sin θ] + x  
y₁= [ (y ₂– y₀ ) cosθ + ( x₂ – x₀ ) sin θ] + y…(2.5)   

 
, )موقع جسيم يتحرك من النقطة جد ) 7.2 (مثال  )  لمسار دائري تحت تأثير

࣊بزاوية قدرها دوران 
    ؟   2,4) (        ةحول النقط    

= xالحل  / بتعويض   2  , y = 4              y = 6    ,    x = 4      
sin ߠ = sin గ

ଷ = √ଷ
ଶ          ، cos ߠ = cos గ

ଷ = ଵ
ଶ  2.4( في الصيغة ( 

x₂ = ቈ(2 − 4) 1
2 − (4 − 6) √3

2  + 4 

x₂ = ൬−1 + 1
√3൰ + 4 = 3 + √3  

y₂ = ቈ(4 − 6) 1
2 − (2 − 4) √3

2  + 4 
y₂ = ൫−1 −  √3൯ + 6 = 5 − √3  
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     P(3+√ 3 , 5- √3)موقع جسيم هو النقطة 
بعد تحويل دوراني بزاوية قدرها    x+2y=1) جد صورة للمخطط 8.2 مثال (

ࣂ  = ܖܑܛ − 
   ؟ 1,0 )  (حول النقطة 

sinθ      بتعويض  /  الحل = ିଷ
 ହ ݕ               = ݔ           0 = 1     

cos ߠ = ିସ
ହ                 
x₁ ) نحصل على 2.5 (في صيغة  = ቂ(x₂ − 1) ቀସ

ହቁ + y₂ ቀ− ଷ
ହቁቃ + 1  

x₁ = 4
5 (x₂ − 1) − 3

5 y₂൨ + 1 
y₁ = y₂ ൬4

5൰ − (x₂ − 1) ൬− 3
5൰൨ + 0 

y₁ = 4
5 y₂ + 3

5 (x₂ − 1)൨ 
 المعطاة نحصل على في المعادلة   x  and  yبتعويض  

 45 (x₂ − 1) − 3
5 y₂൨ + 1 + 2[4

5 y₂ + 3
5 (x₂ − 1) = 1 

4x₂ − 4 − 3y₂ + 8y + 6x = 5  
2x₂ + y₂ = 2 
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  - المصادر : 
  
/ المفاهيم الاساسية في الهندسة / ١٩٩١] أمال المختار / ١[

  جامعة بغداد .
  
والتكامل مع / حساب التفاضل ١٩٨٣] اي . جي برسل / ٢[

  الهندسة التحليلية. 
  
/ هندسة التحويلات والهندسة ١٩٧٩/ جيجر ] ماكس ٣[

  . التألفية
]٤ [

  
   


