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  بسم الله الرحمن الرحيم 

 

نْزِلَ  
ُ
وتُوا الْعِلْمَ الَّذِي أ

ُ
 ﴿ وَيَرَى الَّذِينَ أ

إلِيَْكَ مِنْ رَب كَِ هُوَ الْحَقَّ وَيَهْدِي إلِىَ 

 صِرَاطِ الْعَزيِزِ الْحَمِيدِ  ﴾ 

 صدق الله العلي  العظيم  

 سبأ [6] 
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 الاا

لاهداء ا  

 
 الى أصحاب العلم والنور المحمدي ائمتي)عليهم السلام ( .................... 

 الى من اضاء ذاكرتي بفيض من علمة وخلقة ................................. 

الحنون............................................... الى من عطفها عون امي    

اعزائي ........................................................   الى جميع اخواني  

 الى كل ق لب خفق حبأ ووف اء لي ............................................... 

...................... الى من ساعدني ووقف الى جنبي في هذه المرحلة....   

 .   بفضلهم  عرف انااهديهم ثمرة جهدي هذا  
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نهاء هذا  ب  سم الله الرحمن الرحمن الرحيم، والحمد لله رب العالمين الذي وفقنا وأ عاننا على ا 

كاملة، فبال مس القريب بدأ نا مسيرتنا التعليمية ونحن البحث والخروج به بهذه الصورة المت 

نتحسس الطريق برهبة وارتباك، فرأ ينا أ ن )رياضيات( هدفاً ساميًا وحبًا وغاية تس تحق  

ن بحثنا يحمل في طياته طموح ش باب يحلمون أ ن تكون أ متهم العربية  السير ل جلها، وا 

 .كالشامة بين ال مم

ننا نتوجه بالشكر الجزيل  يشكر الله من لا يشكر الناس، فا  وانطلاقاً من مبدأ  أ نه لا 

صاحب( الذي رافقتني في مسيرتنا لا نجاز هذا البحث وكانت لها  حاتم  ) عدي لل س تاذ

بصمات واضحة من خلال توجيهاتها وانتقاداتها البناءة والدعم  كما نشكر عائلاتنا التي صبرت 

جميع ال صعدة، ونشكر ال صدقاء وال حباب   وتحملت معنا ورفدتنا بالكثير من الدعم على

للدكتورة  رئيس  وكل من قدم لما الدعم المادي أ و المعنوي، وأ خيًرا نتوجه بشكر خاص

ونشكر جميع أ ساتذة قسم الرياضيات  جعفر موسىالقسم  ازل   
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 لخلاصة ا

الهدف من هذا البحث  هو التعرف على طرق حل المعادلات   التفاضلية  

الخطية  الغير متجانسة في الفصل الاول يتضمن تعريف المعادلات  

التفاضلية وبعض المفاهيم الاساسية و رتبة المعادلة التفاضلية درجة  

المعادلة التفاضلية وحل المعادلات التفاضلية والحل العام والحل الخاص  

عادلات التفاضلية والشروط الابتدائية والحدية والثوابت الاختيارية هذا  للم

صل الثاني يتحدث عن معادلات  في الفصل الاول اما الف ما تناولناه

 التفاضلية ذات الدوال المتسامية 

 وتطبيقات الدوال المثلثية ومشتقات الدوال المثلثية     الدوال المثلثية  

اك نوعان للدالة الاسية هي دالة التناقص الاسي وكذلك عن الدالة الاسية هن

و الرسم البياني للدالة الاسية وكذلك تحدثنا عن استخدامات الدوال الاسية  

 وكذلك تحدثنا عن الدوال اللوغارتمية ومشتقات الدوال اللوغارتمية 
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 الأول الفصل 
 

 المعادلات التفاضلية

 المتسامية 
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المتسامية   المعادلات التفاضلية  

 (المقدمة  1-1)

فييي  .هييي معادليية تييربط داليية واحييدو شو شكثيير ومشييتقاتها المعادلةة التفاضةلية ،الرياضيييات فييي

التطبيقات، تمثل الدوال عمومًا كميات مادية، وتمثييل المشييتقات معييدلات التغيييير الخاصيية بهييا، 

ت شييائعة جييدًا، تلعيي  نظييرًا لأن هييذه العةقييا .وتعرف المعادلة التفاضييلية العةقيية بييين الاثنييين

المعيييييادلات التفاضيييييلية دورًا بيييييارنًا فيييييي العدييييييد مييييين التخصصيييييات بميييييا فيييييي 

تتكون دراسة المعادلات التفاضلية بشكل شساسي .وعلم الأحياء والاقتصاد والفينياء الهندسة ذلك

ة(، وخصائص حلولها. شبسط المعادلات من دراسة حلولها )مجموعة الوظائف التي تلبي المعادل

التفاضلية يمكن حلها بواسطة صيغ واضحة. ومع ذلك، قد يتم تحديد العديد من خصائص حلول 

في حاليية عييدم تييوفر تعبييير مغلييق للحلييول، قييد يييتم .معادلة تفاضلية معينة دون حسابها بالضبط

الديناميكية على التحليييل  نظرية الأنظمة تقري  الحلول عدديًا باستخدام شجهنو الحاسو . تركن

الطييرق  ي حييين تييم تطييوير العديييد ميينالنوعي للأنظميية التييي تصييفها المعييادلات التفاضييلية، فيي 

مييع  ظهييرت المعييادلات التفاضييلية شولًا  .لتحديييد الحلييول مييع درجيية معينيية ميين الدقيية العددييية

، 1671في الفصل الثيياني ميين عمليي   .ولايبنن نيوتن من قبل حسا  التفاضل والتكامل اختراع 

 ثةثة شنواع من المعادلات التفاضلية بأدراج التدفقات طريقة   في كتاب  إسحاق نيوتن قام

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥)  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)   

𝑥1   
𝜗𝑦

𝜗𝑥1
+ 𝑥2  

𝜗𝑦

𝜗𝑥2
= 𝑦                                                                  

في   معادلة تفاضلية عادية  [ 6].معادلة بيرنولي التفاضلية ياكو  بيرنولي  اقترح 1695  وفي عام

   :شكلها التالي

𝑦` + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)𝑦𝑛 

 في العام التالي حلحلتها من خةل تبسيطها لايبنن التي حاول

لورن   مثالًا، من طرف كل من آلة موسيقية تاريخيًا، درست معضلة اهتنان حبل ما، حبل

،  1746وفي عام  .وجونيف لوي لاغرانج ودانييل برنولي  وليونهارد شويلر  دالمبير

معادلة الموجة   شويلر شحادية البعُد وبعد عشر سنين، اكتشف معادلة الموجة  لورن دالمبير اكتشف

ماضي من  في خمسينيات القرن ال لاغرانج-معادلة شويلر تم تطوير[12].ثةثية الأبعاد 

فيما يتعلق بدراساتهم لمشكلة التاوتكرون. هذه هي مشكلة تحديد منحنى   ولاغرانج شويلر قبل

 تسقط علي  الجسيمات المونونة إلى نقطة ثابتة في فترو نمنية محددو، بغض 

 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%87%D9%86%D8%AF%D8%B3%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%81%D9%8A%D8%B2%D9%8A%D8%A7%D8%A1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B9%D9%84%D9%85_%D8%A7%D9%84%D8%A3%D8%AD%D9%8A%D8%A7%D8%A1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D8%B8%D8%B1%D9%8A%D8%A9_%D8%A7%D9%84%D8%A3%D9%86%D8%B8%D9%85%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%AD%D9%84%D9%8A%D9%84_%D8%B9%D8%AF%D8%AF%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%AD%D9%84%D9%8A%D9%84_%D8%B9%D8%AF%D8%AF%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AD%D8%B3%D8%A7%D8%A8_%D8%A7%D9%84%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%B6%D9%84_%D9%88%D8%A7%D9%84%D8%AA%D9%83%D8%A7%D9%85%D9%84
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D9%8A%D9%88%D8%AA%D9%86
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D8%A7%D9%8A%D8%A8%D9%86%D8%B2
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A5%D8%B3%D8%AD%D8%A7%D9%82_%D9%86%D9%8A%D9%88%D8%AA%D9%86
https://ar.wikipedia.org/wiki/1695
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%8A%D8%A7%D9%83%D9%88%D8%A8_%D8%A8%D9%8A%D8%B1%D9%86%D9%88%D9%84%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A9_%D8%A8%D9%8A%D8%B1%D9%86%D9%88%D9%84%D9%8A_%D8%A7%D9%84%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%B6%D9%84%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A9_%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%B6%D9%84%D9%8A%D8%A9#cite_note-6
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A9_%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%B6%D9%84%D9%8A%D8%A9_%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D8%A7%D9%8A%D8%A8%D9%86%D8%B2
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A2%D9%84%D8%A9_%D9%85%D9%88%D8%B3%D9%8A%D9%82%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D9%88%D8%B1%D9%86_%D8%AF%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%A8%D9%8A%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D9%88%D8%B1%D9%86_%D8%AF%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%A8%D9%8A%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D9%8A%D9%88%D9%86%D9%87%D8%A7%D8%B1%D8%AF_%D8%A3%D9%88%D9%8A%D9%84%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AF%D8%A7%D9%86%D9%8A%D9%8A%D9%84_%D8%A8%D8%B1%D9%86%D9%88%D9%84%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AC%D9%88%D8%B2%D9%8A%D9%81_%D9%84%D9%88%D9%8A_%D9%84%D8%A7%D8%BA%D8%B1%D8%A7%D9%86%D8%AC
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D9%88%D8%B1%D9%86_%D8%AF%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%A8%D9%8A%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A9_%D9%85%D9%88%D8%AC%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A3%D9%88%D9%8A%D9%84%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A9_%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%B6%D9%84%D9%8A%D8%A9#cite_note-Speiser-12
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A9_%D8%A3%D9%88%D9%8A%D9%84%D8%B1-%D9%84%D8%A7%D8%BA%D8%B1%D8%A7%D9%86%D8%AC
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A3%D9%88%D9%8A%D9%84%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D8%A7%D8%BA%D8%B1%D8%A7%D9%86%D8%AC
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 .شويلر وشرسل الحل إلى  1755بحل هذه المشكلة في عام  رانجكلا  النظر عن نقطة البداية. قام

ميكانيكا   ، مما شدى إلى صياغةالميكانيكا  رانج وتطبيقها علىكقام كةهما بتطوير طريقة لا 

 .رانجكلا 

النظرية التحليلية   عمل  حول تدفق الحرارو في كتاب  فوريي  ، نشر1822في عام 

حيث استند في تفكيره على قانون نيوتن للتبريد، شي شن تدفق الحرارو بين جنيئين   [13]،للحرارو 

تجاورين يتناس  مع اختةف بسيط للغاية في درجات الحرارو. يحتوي هذا الكتا  على اقتراح  م

فوريي  لمعادلة الحرارو الخاصة ب  من شجل نشر الحرارو الموصلة. يتم الآن تدريس  

 .الفينياء الرياضية لكل طال  في المعادلة التفاضلية الجنئية  هذه

ومتغير تابع وليكن    xين المتغير مستقل وليكن هي عةقة تساوي :المعادلات التفاضلية1-2

y(x)  لية  ضاف وواحد او اكثر من المشتقات الت𝑦`, 𝑦`` … شي انها على الصورو العامة           …

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦`, 𝑦``, … . . وهذو المعادلة تسمى المعادلة التفاضلية عةدية اما اذا كان عدد   (

متغير تابع قابل    z(x,y)مستقةن وكان   x ,yالمتغيرات المستقلة اكثر من واحد وليكن 

  ومشتقات    رات المستقلة  جنئيا سميت معادلة المشتملة على المتغي  x,yلةشتقاق بالنسبة لكل من 

 الجنئية معادلة تفاضلية جنئية وهي على الصورو 

𝐺 (𝑥, 𝑦, 𝑧,
𝜗𝑧

𝜗𝑥
,
𝜗2𝑧

𝜗𝑦
,

𝜗𝑧

𝜗𝑥2
  , … … ) = 0 

 :  مثال

𝑦```2 + 2𝑦`3 − 5𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 … … … . . (1) 

𝑦` + 𝑥𝑦 = 𝑥2 … … … … (2) 

𝜗2𝑧

𝜗𝑥2 + 2𝑥𝑦 
𝜗2𝑧

𝜗𝑥𝑦
+

𝜗𝑧

𝜗𝑦
= 𝑥 … … (3)  

المعادلتين   ان  المعادلة    2و1نةحظ  بينما  عادية  تفاضلية  معادلة  منها  تفاضلية    3كة  معادلة 

 جنئية  

   المتسامية لدالةا

  بعدد   تمثيلها   يمكن  فة   الجبر  على  «تتسامى »  نها   لا   بالمتسامية  سميت .  جبرية  غير  دالة   هي

  النائدية  الدوال  والأسية  اللوغاريتم)  المتسامية الدوال  على  شمثلة   ومن  الحدود  كثيرات   من  محدود

 . والمثلثية  جبرية فهي متسامية  ليست دالة  وكل ومعكوساتهم

 

 هي رتبة اعلى معادلة تفاضلية في المعادلة   رتبة المعادلة :1-3

هي درجة اعلى معامل تفاضلي في المعادلة بشرط ان تكون جميع   : درجة المعادلة1-4 

 المعامةت التفاضلية خالية من القوى لكسرية  

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D8%A7%D8%BA%D8%B1%D8%A7%D9%86%D8%AC
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A3%D9%88%D9%8A%D9%84%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%8A%D9%83%D8%A7%D9%86%D9%8A%D9%83%D8%A7
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%8A%D9%83%D8%A7%D9%86%D9%8A%D9%83%D8%A7_%D9%84%D8%A7%D8%BA%D8%B1%D8%A7%D9%86%D8%AC
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%8A%D9%83%D8%A7%D9%86%D9%8A%D9%83%D8%A7_%D9%84%D8%A7%D8%BA%D8%B1%D8%A7%D9%86%D8%AC
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%81%D9%88%D8%B1%D9%8A%D9%8A%D9%87
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A9_%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%B6%D9%84%D9%8A%D8%A9#cite_note-13
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A9_%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%B6%D9%84%D9%8A%D8%A9_%D8%AC%D8%B2%D8%A6%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%81%D9%8A%D8%B2%D9%8A%D8%A7%D8%A1_%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A9


10 
 

``𝑦:اوجد رتبة ودرجة المعادلة   مثال = (5 − 𝑦`)
3

2 = 0 

 المعادلة من الرتبة الثانية والدرجة الثانية   الحل:

𝑦تسمى الدالة  : حل المعادلة التفاضلية 1-5 = 𝑦(𝑥)     حلأ للمعادلة التفاضلية

𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦`(𝑥), … . . 𝑦𝑛(𝑥) =  اذا كانت             0

  من المرات   nقابلة لةشتقاق  -1

,𝑓(𝑥تحقق المعادلة التفاضلية شي   -2 𝑦(𝑥), 𝑦`(𝑥) … … . 𝑦`𝑛(𝑥) = 0  

 مثال

𝑦`(𝑥)اثبت ان   = 𝑐 𝑠𝑖𝑛𝑥   حة للمعادلة التفاضلية وحيثc    ثابت 

 الحل 

𝑦(𝑥) = 𝑐 sin 𝑥      𝑦`(𝑥) = 𝑐 cos 𝑥   𝑦``(𝑥) = −𝑐 sin 𝑥  

 وعلي نجد ان  

𝑦``(𝑥) + 𝑦(𝑥)   = −𝑥 sin 𝑥 + 𝑥 sin 𝑥  

 

 الحل العام والحل الخاص   1-6

من الثوابت الاختيارية وبالطبع    n:الحفل العام للمعادلة التفاضلية من الرتبة  الحل العام-1

 يحقق المعادلة التفاضلية  

هو حل يحقق المعادلة التفاضلية لايشمل على شي ثوابت اختيارية وقد  :    الحل الخاص-2

 بالتعويض عن الثوابت الاختيارية في الحل العام بقيم محددو    نحصل علية احيانأ

 مثال : 

```𝑦الحل العام للمعادلة   − 5𝑦` + 6𝑦` = 𝑦(𝑥) ويكون     0 − 𝑐1 + 𝑐2𝑒2𝑥 + 𝑐3𝑒3𝑥  

 حيث 

 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3       ثوابت الاختيارية 

 نجد ان بع الحلول الخاصة على الصور  

𝑦 = 𝑒2𝑥 + 𝑒3𝑥       𝑦 = 3 + 5𝑒2𝑥2
     𝑦 = 5 − 2𝑒3𝑥 

   تكوين المعادلة التفاضلية )حذف الثوابت ( 1-7

من الثوابت    nنجد ذلك الحل يعتمد على   nاذا اعطينا الحل العام للمعادلة التفاضلية من الرتبة 

 الاختيارية ويكون على الصورو 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑐1, 𝑐2, … … 𝑐𝑛) = 0  
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,𝑐1حيث  𝑐2, … 𝑐𝑛      ثوابت اختيارية وللحصول على المعادلة التفاضلية للحل المعطى نجرى

n   من المشتقات المعادلة(i)   ويكون لديناn+1  من المعادلة عبارو عن المعادلة(i)    وبالإضافة

 لية المطلو   ضمعادلة من العمليات التفا  nالى 

 

 

 

 مثال :

𝑦اوجد المعادلة التفاضلية التي حلها العام   = 𝑐 sin 𝑥     … … . . (1)   

   الحل

𝑦` = 𝑐 cos 𝑥 … … … (2) 

 ( وتكون المعادلة التفاضلية المطلوبة   1( على )2بقسمة ) , (1) ( 2دلتين من)من المعا  eنحذف 

𝑦` = 𝑦𝑐𝑜𝑡 𝑥  

   الشروط الابتدائية والحدية  1-7

في بعض المسائل معادلات التفاضلية العادية نعطي بعض الشروط التي يج  ان تحقق بحل   

المعادلة التفاضلية العادية وهذا الشرط هي التي تمكننا من تحديد الثوابت الاختيارية التي تضهر  

 في الحل العام نتيجة لعمليات التكامل المستخدمة لايجاد الحل العام  

  :مثال

`𝑦اوجد الحل المعادلة   = 2𝑥       التي تقق الشروط𝑦(2) = 3     

 

 : الحل 

𝑦(𝑥) بتكامل المعادلة التفاضلية       = 𝑥2 + 𝑐   

3بالتعويض في الشروط      = 4 + 𝑐 → 𝑐 = −1 

𝑦(𝑥)الحل المطلو    = 𝑥2 − 1  

 (  3,2والحل يعني هندسيا منحني يمر بالنقطة )

ولما كان الحل العام للمعادلة التفاضلية العادية من الرتبة الثابتين اختياريين اذا يستلنم تحديد  

 الثابتين وجود الشرطان اضافيان للمعادلة وهذان الشرطان يأخذ صورا مختلفة منها  

 مثل  0xاذا اعطى هذا الشرطان عند نفس النقط -1

𝑦(𝑥0) = 𝑎            , 𝑦(𝑥𝑏) = 𝑏  
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نسمي المعادلة التفاضلية بالااضافة الى   0xشروط تعرف بالروط الابتدائية عند فان تلك ال 

 الشلروط الابتدائية مسالة قيمة ابتدائية  

𝑦(𝑥1)اذا اعطى الشرطان عند نقطتين مختلفتين  -2 = 𝑦1      , 𝑦(𝑥2) = 𝑦2      كانت

الشروط شروطا حدية وسميت المعادلة التفاضلية بالإضافة الى الشروط الحدية مسالة القيمة  

 الحدية 

هي     y:الصورو القياسية للمعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى في  الدالة المجهولة ملاحظة  

𝑦` = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

,𝑝(𝑥والتي يمكن كتابتها بالصورو   𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 مثال 

 اوجد حل مسالة القيمة الابتدائية  

𝑦` = 𝑥     𝑦(0) = 1      , 𝑦`(0) = −1 

 الحل  

 جراء التكامل مرتين  أب 

𝑦 =
1

6
𝑥3 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

 الذي يمثل الحل العام للمعادلة المعطاو  

𝑦` =
1

2
𝑥2 + 𝑐1 

 بالتعويض في الشروط الابتدائية  

𝑦`(0) = −1 → −1 = 𝑐1    → 𝑐1 = −1 

𝑦(0) = 1  → 1 = 𝑐2       

 يكون حل المسالة المعطاو هو   

𝑦 =
1

6
       𝑥3 − 𝑥 + 1  

 حدودية لحل المعادلة التفاضلية العادية نظرية الوجود وال  1-8

 سوف نعرض النظرية الأساسية لوجود ووحدوية حل المعادلة التفاضلية العادية 

 نظرية 

 نفرض المعادلة التفاضلية  

𝑦` = 𝑓(𝑥, 𝑦) … … … … . . (1) 

𝑦(𝑥0)ونفرض الشرط الابتدائي   = 𝑦0 
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   Rالمعروفة في المنطقة المغلقة المحدودو   f(x,y)واذا كانت الدالة 

 

 

 

 

 

 

𝑅: |𝑥 − 𝑥0|  , |𝑦 − 𝑦0| ≤ 𝑏 

  ثابتان تحقق    a,bحيث 

,𝑓(𝑥|فان    mمتصلة ومن ثم محدودو شي اذا وجد عدد موج    f(x,y)الدالة  -1 𝑦)| ≤

𝑚     

|ومحدودو شي ان   yلها مشتقة جنئية بالنسبة الى  f(x,y)الدالة  -2
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
|    ≤ 𝑘 

 عدد موج     kحيث  -3

𝑦يكون لها حل وحيد    (1)فان المعتدلة  = 𝑦(𝑥)    في المنطقة   2ويحقق الشروط الابتدائي 

   |𝑥 − 𝑥0| ≤ ℎ  حيثℎ = min (𝑎,
𝑏

𝑚
)      

 مثال

`𝑦ابحث عن وجود حل وحيد المسالة الابتدائية   = 𝑥2 + 𝑦2; 𝑦(0) = 0 

 اذن الحل باي شروط ابتدائية يكون وحيدا  

 شي   (0,0)الذي مركنو   Rنكون المستطيل 

𝑎, 𝑏 > 0  , 𝑅: |𝑥| ≤ 𝑎   , |𝑦| ≤ 𝑏 

|𝑓(𝑥, 𝑦)| = |𝑥2 + 𝑦2| ≤ |𝑥2| + |𝑦2| = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑚, ℎ

= min (𝑎,
𝑏

𝑎2 + 𝑏2) 

ℎنجد ان   a=b=1فاذا كانت مثة  a,bتعتمد على    hشي ان  = min (𝑎,
1

2
  h=1/2شي ان  (

`𝑦بالتالي فان المعادلة   = 𝑥2 + 𝑦2 لها حل وحيد في الفترو |𝑥| ≤
1

2
  y(0)=0 يحقق الشرط   
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  الثوابت الاختيارية 1-9

عادو تظهر الثوابت الاختيارية في حل المعادلات التفاضلية ويكون الثابت اختياريا اذا كانت  

او المتغير المستقل وتكون الثوابت الاختيارية   المتغير التابععلى على  لا تعتمد  يأخذها القيم التي 

 الداخلة في تعبير ما جوهرية اا لم يكن دمج احدهما في ثابت اخر  

 مثال 

𝑇(𝑋)لنعتبر   = 𝐴𝑒−𝑥2+𝐵     

يمكن دمج الثابتين في     ان ولكن بإمكان النظر نرى   A,Bوقد يبدو الاول و هلة ان هناك ثابتين 

 الثابت الجوهري واحد :  

𝑇(𝑥) = 𝐴𝑒−𝑥2+𝐵   = 𝐴𝑒𝐵 . 𝑒−𝑥2
= 𝑐𝑒−𝑥2

 

𝑐 = 𝐴𝑒𝐵  

𝑇(𝑥)لنعتبر التعبير   = 𝐴1sin 𝑥 + 𝐴2 sin 3𝑥 + 𝐴3 sin3 𝑥       

 الذي يتضمن ثةثة ثوابت ولكن الحقيقة يمكن اختنالهم الى ثابتين جوهريين فقط حيث  

sin3 𝑥 =
3

4
sin 𝑥 −

1

4
sin 3𝑥 

𝑇(𝑥)𝐴1 sin 𝑥 + 𝐴2 sin 3𝑥 + 𝐴3[
3

4
𝑠𝑖𝑗𝑛 𝑥 −

1

4
sin 3𝑥 ]   

= (𝐴1 +
3

4
𝐴2) 𝑠𝑖𝑛𝑥 + (𝐴2 −

1

4
𝐴3) sin 3𝑥  

= 𝐴4 sin 𝑥 + 𝐴5 sin 3𝑥 

𝐴4 = 𝐴1 +
3

4
, 𝐴5 −

1

4
𝐴3 
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 الفصل الثاني

معادلات تفاضلية طرق حل 

 ذات الدوال المتسامية
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 ( الدوال المثلثية  2-1)

ر دورية  وهي دوال لناوية هندسية وهي ذات اهمية لدراسة مثلث او عرض ظواه

او متكررو  كالموجات ويمكن تعريف هذه الدوال كنسبة بين اضةع مثلث قائم  

  Domainيحتوي تلك الناوية و الشكل ادناه يوضح رسم هذه الدوال و منطلق 

 [6]كل منها  periodودورو  Rangeومدى 

 

 ( 1شكل رقم )
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 (بعض التطبيقات المثلثية  2-2)

1-sin(𝑥 ± 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑦 ± sin 𝑦 cos 𝑥 

2-sin 2𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 

3 − cos(𝑥 ± 𝑦) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑦 ± sin 𝑥 sin 𝑦   

4 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = cos2 𝑥 − sin2 𝑥 = 1 − sin2 𝑥 = 2 cos2 𝑥 − 1    

5 − sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1, tan2 𝑥 + 1 = sec2 𝑥, 1 + cot2 = csc2 𝑥  

6-sin2 𝑥 =
1−𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
, cos2 𝑥 =

1+𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
 

1 −
𝑑

𝑑𝑥
(𝑠𝑖𝑛𝑢) = 𝑐𝑜𝑠𝑢.

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

2 −
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑜𝑠𝑢) = −𝑠𝑖𝑛𝑢 .

𝑑𝑢

𝑑𝑥
   

3 −
𝑑

𝑑𝑥
(𝑡𝑎𝑛𝑢) = sec2 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

4 −
𝑑

𝑑𝑥
(cot 𝑢) = − csc2 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

5 −
𝑑

𝑑𝑥
(sec 𝑢) = 𝑠𝑒𝑐𝑢 tan 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

6 −
𝑑

𝑑𝑥
(csc 𝑢) = −𝑐𝑠𝑐𝑢 𝑐𝑜𝑡𝑢 .

𝑑𝑢

𝑑𝑥
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  1مثال 

جد مشتقة الدالة    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3 sin2 2𝑥 × 𝑐𝑜𝑠2𝑥 × 2  

 

 الحل 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3 sin2 2𝑥 × 𝑐𝑜𝑠2𝑥 × 2 

= 6 sin2 2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 

 

  2مثال 

 جد مشتقة الدالة 

 𝑥 = 𝜋 , 𝑦 = 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥 

 الحل 

𝑦′ = 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑦′(𝜋) = 𝜋2𝑐𝑜𝑠𝜋 = 𝜋2(−1) = −𝜋2  

 3المثال 

𝑦اذا كانت   = 𝑡𝑎𝑛𝑡, 𝑥 = sec2
𝑡     فاثبت ان

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 الحل  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= sec2 𝑡  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑠𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑎𝑛𝑡  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
×

𝑑𝑡

𝑑𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= sec2 𝑡 ×

1

𝑠𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑎𝑛𝑡
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=
𝑠𝑒𝑐𝑡

𝑡𝑎𝑛𝑡
=

1
𝑐𝑜𝑠𝑡
𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑐𝑜𝑠𝑡

 

=
1

sin 𝑡  
= 𝑐𝑠𝑐𝑡  

 

 تعريف الدالة الاسية : (2-3)

 يتغيير عةقية   على للدلالة تسُتخدم. الرياضيات  في  شهميةً   الدوال  شكثر  من  واحدو    هي

 تكُتي  ما  وغالبًا  التابع،  للمتغير  النسبي  التغير  كما  ثابتة ،  بطريقة    مستقل    متغير    وفقها

exp(x)، الرياضييية والبيولوجيييا والهندسيية والكيمييياء الفينييياء فييي عليهييا ويعتمييد 

  شو القيوو الأس بوجيود الدوال بقية عن الاسية  الدوال  تتمين.  والرياضيات  والاقتصاد

 الأسياس هيو المتغيير يكيون حييث ،لاليدوا بقيية  يخالف   ما  وهذا  ذات ،  المتغير  وهي

 القيوو هيو المتغيير فيصيبح الوضع يتغير الأسية، الدالة في بينما  .   رقمًا  هي  والقوو

 عملهيا،  كيفيية  معرفة  من  بد    لا  الاسية  الدوال  مع  للتعامل  رقم  هو  والأساس  ،(الأس)

 بمعنى شي الكسر؛ خط من الأخرى الجهة إلى الأساس نقل يج   سالبًا  الأس كان  فإن

 :b=2 قيمة تكون التي الأسية الدالة تصبح( 1-) مثةً  سالبة  x المتغير قيمة كانت إن

 1:الأسية الدالة تصبح 2 مثةً  موجبةً  قيمت  كانت إن بينما
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  الدالة هذه في  والأس  الأس، وجود هو الرياضية الدوال باقي عن الدالة يمين هذهاذا 

 المتغير يكون  الأخرى الرياضية الدوال في  بينما شيضاً، المتغير وهو القوو هو  يعتبر

 معرفة يج  الدالة هذه  من لةستفادو الأسية، الدالة في كما الأس وليس الأساس  هو

ً  القوو شي الأس  كان ما إذا   نقل  يلنم سال  الأس كون  حالة  في موجباً، شم سالبا

 من الكسر الأخرى الناحية إلى موضع  من الأساس

 : الدوال الاسية وهناك نوعان من 

 الأسي  النمو دالة :  الأولالنوع 

  مرور مع متسارعة   بوتيرو   تنداد  ثم بطيء   بشكل    تبدش متنايدو   قيم   إلى تشير دالة   هي

  والعائدات للسكان المتنايد النمو معدل عن  تعبر حيث بالنمو،  يدعى  ما وهذا الوقت

  ومعدل  x المتغير بين عةقة   خةل التعبيرمن يمكن. ثابت   بشكل    ما تقنية    استخدام شو
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 شكبر الأسي tالنمو شن مةحظة يمكن كان النمن على الدال  t والأس  r النمو

   الأحداث  استنتاج يمكن خةلها من دالة  هي  .الحدود كثير النمو من وشسرع

   الأسي التناقص دالة النوع الثاني :

  معين   مقدار   تناقص على للدلالة  الرياضيات في المستخدمة الاسية الدوال إحدى هي

 : بالصيغة  عنها  التعبير ويمكن نمنية ، فترو   خةل ثابت   بمعدل  

Y :النهائية الكمية . 

 :a الأساسية الكمية . 

B : التناقص عامل . 

 :X  النمنية الفترو . 

  التي  الحقيقية الكمية نسبة  على  التناقص عامل  اعتماد في الخطي التناقص يختلف 

  الحقيقي  الرقم يتناقص حين  في الوقت، مرور مع عليها  الدال الحقيقي الرقم سيتغير

  التناقص دالة  تستخدم. الخطية الدالة في محددو   نمنية   فترو   خةل المقدار بنفس 

 خةل محدد   شيء   استخدام تكلفة حسا  مثل العملية المجالات من العديد  في الأسي

 . طويلة   نمنية   فترو  

   الاسية   للدالة البياني الرسم   

  حيث  البياني، لرسمها العام الشكل معرفة جدًا المفيد  من الاسية الدوال دراسة  عند

 . 1 من شصغر والثاني ،1 من شكبر الأساس  يكون  حين  الأول خياران؛ لذلك  يوجد

 1 من شكبر الاسية الدوال في الأساس

   الأسية للدالة البياني الرسم طول سينداد  ،1 من شكبر الأساس كان حال في
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 x المحور من ويقتر  اليسار إلى اتج  كلما شقصر ويصبح اليمين إلى اتج  كلما

 . يةمس  شن  دون

  من شصغر الاسية الدوال في الأساس

، لكن  1 من شصغر الأسية الدالة في  الأساس كان حال في   الرسم سيتج  موج  

  سينداد  بينما   موجبًا يبقى لكن  اليمين، إلى اتج  كلما الأسفل، إلى للدلالة البياني

 . اليسار إلى اتج  كلما بسرعة   طول 

 :  الدوال الاسية استخدامات(2-5)

 الدالة ومنها  الرياضية الدوال يدرسون الذين الطة  خاصة الناس من العديد يرى

  الأسية الدوال لأن صحيح  غير  وذلك  اليومية، حياتنا في فائدو لها ليس شنها الأسية

  منذ كثيرو شؤون  في وتستخدم تتواجد  فهي الإنسان حياو تطور في  كبير دور لها

  إلى الإنسان يخلد شن إلى الكثيرو يوم   بأحداث مرورًا نوم  من  الإنسان استيقاظ

 . النوم
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  في المركبة الفائدو كحسا  كثيرو   مجالات   في الاسية الدوال استخدام  يمكن حيث 

كما ان ل    الإشعاعي والاضمحةل السكاني، النمو ومعادلات المالية، التعامةت

  الميكانيكية والهندسة الكهربائية والهندسة  والكيمياء الفينياء في  واسعة استخدامات

 . العلوم من وغيرها والإحصاء

  عامة  بصفة الأسية  للدالة مثال 

  منهما كل وينقسم ميكروبين، مكونا نصفين إلى الميكرو  ينقسم :  الميكروبات  تنايد

  ثمانية وتصبح  ميكروبات الأربعة تنقسم ثم . ميكروبات شربعة فيصبحوا نصفين إلى

 . ميكروبات

 :  انقسامات 3 بعد  الميكروبات عدد يبلغ شي

N=23 

N=8 

 : كالآتي  المعادلة صغنا انقسامات،  6 بعد  الميكروبات عدد معرفة شردنا فإذا

N=26 

N=64 

 64 يبلغ  انقسامات  ستة بعد  واحد  ميكرو  عن  الناتجة الميكروبات  عدد شن شي

 [7].ميكروبا

  اللوغاريتمتعريف (2-6)

ف  للدوال الأسية الدالة العكسية ي عدد ما بالنسبة لأساس ما،   لوغاريتم ويعُرَّ

المرفوع على الأساس والذي سينتج ذلك العدد. فعلى سبيل المثال   الأس بأن 

  = 10 × 10 × 10 = 1000لأن 3هو  10بالنسبة للأساس   1000فلوغاريتم 

بالنسبة   x فإن لوغاريتم yb = x وعموما، يمكن القول شن  إذا كان310. 

 :[8]بالعةقة رياضيات ذلك يعبر عن  y هو b للأساس

 

 

 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AF%D8%A7%D9%84%D8%A9_%D8%B9%D9%83%D8%B3%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AF%D8%A7%D9%84%D8%A9_%D8%A3%D8%B3%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%D9%81%D8%B9_(%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA)
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x=y blog 

 :وبالرجوع إلى المثال يصبح

(1000) = 3.10log 

والذي يستخدم    10بأن  لوغاريتم عدد ما بالنسبة للأساس   اللوغاريتم العشري يعرف 

الأسس شو اللوغاريتم هي   .والهندسية   التطبيقات العلميةبشكل كبير في حسا 

ف  بأن  لوغاريتم عدد   اللوغاريتم الطبيعي العملية العكسية للدوال الأسية ويعُرَّ

والذي ل  تطبيقات كثيرو في الحسابات   (e) العدد النيبيري بالنسبة لأساس هو

في حين   .التفاضل والتكامل وخاصة في الرياضيات البحتة الهندسية والعلمية وفي

ويستخدم بشكل  2لعدد ما بأن  لوغاريتم  بالنسبة للأساس   ثنائياللوغاريتم ال يعرف 

 .والدارات المنطقية علم الحاسو  كبير في

ولقد شدخل مفهوم   ،الخوارنمي معروفا لدى العر  نسبة إلى العالم ماللوغاريت كان 

جون   على يد العالم القرن السابع عشر اللوغاريتمات إلى الرياضيات في شوائل

وسيلةً لتبسيط الحسابات، ليعتمد عليها بعد ذلك المةحون والعلماء والمهندسون  نابير

المساطر   والفلكيون وغيرهم لإنجان حساباتهم بسهولة شكبر، مستخدمين

الم  إلى الع ماللوغاريتوتعود كلمة  .والجداول اللوغاريتمية الحاسبة

 Algorism م  في اللغة الإنجلينية بكلمةحيث يرد شس الخوارنمي العربي

، الشكل الةتيني لاسم   Algoritmi واللتان تنبعان من كلمة algorithmو

الخوارنمي. كما استفادوا من خواص اللوغاريتمات باستبدال عمليات الضر  

 [8]:لإيجاد لوغاريتم جداء عددين بخاصية الجمع وفق الخاصية

𝒍𝒐𝒈𝒃(𝒙𝒚) = 𝒍𝒐𝒈𝒃(𝒙) + 𝒍𝒐𝒈𝒃(𝒚) 

 

 

 

 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D9%88%D8%BA%D8%A7%D8%B1%D9%8A%D8%AA%D9%85_%D8%B9%D8%B4%D8%B1%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%87%D9%86%D8%AF%D8%B3%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D9%88%D8%BA%D8%A7%D8%B1%D9%8A%D8%AA%D9%85_%D8%B7%D8%A8%D9%8A%D8%B9%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%87_(%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA_%D8%A8%D8%AD%D8%AA%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%B6%D9%84_%D9%88%D8%AA%D9%83%D8%A7%D9%85%D9%84
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D9%88%D8%BA%D8%A7%D8%B1%D9%8A%D8%AA%D9%85_%D8%AB%D9%86%D8%A7%D8%A6%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B9%D9%84%D9%85_%D8%A7%D9%84%D8%AD%D8%A7%D8%B3%D9%88%D8%A8
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A8%D9%88%D8%A7%D8%A8%D8%A9_%D9%85%D9%86%D8%B7%D9%82%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AD%D9%85%D8%AF_%D8%A8%D9%86_%D9%85%D9%88%D8%B3%D9%89_%D8%A7%D9%84%D8%AE%D9%88%D8%A7%D8%B1%D8%B2%D9%85%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%82%D8%B1%D9%86_17
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AC%D9%88%D9%86_%D9%86%D8%A7%D8%A8%D9%8A%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AC%D9%88%D9%86_%D9%86%D8%A7%D8%A8%D9%8A%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B3%D8%B7%D8%B1%D8%A9_%D8%AD%D8%A7%D8%B3%D8%A8%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B3%D8%B7%D8%B1%D8%A9_%D8%AD%D8%A7%D8%B3%D8%A8%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%AC%D8%AF%D9%88%D9%84_%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A&action=edit&redlink=1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AD%D9%85%D8%AF_%D8%A8%D9%86_%D9%85%D9%88%D8%B3%D9%89_%D8%A7%D9%84%D8%AE%D9%88%D8%A7%D8%B1%D8%B2%D9%85%D9%8A
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 مية  الدالة اللوغاريتمشتقة (2-7)

 نستخدم القانون التالي  لايجاد مشتقة الدالة اللوغاريتمية 

 اذا كان  

𝑦 = ln 𝑢 

 دالة او متغير   uحيث 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 مثال 

 جد مشتقة الدالة  

𝑦 = 𝑙𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑥  

𝑢مية اذن نطبق القانون السابق حيث  الدالة ه دالة لوغاريت الحل : = 𝑠𝑖𝑛𝑥   اذن 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑠𝑖𝑛𝑥
. 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑦جد مشتقة الدالة  مثال : = 𝑙𝑛
𝑥

1+𝑠𝑖𝑛𝑥
 

𝑢الحل :  الدالة هي دالة لوغاريتمية    = 𝑙𝑛
𝑥

1+𝑠𝑖𝑛𝑥
نةحظ ان الدالة هي عبارو   

 حاصل قسمة دالتين اذن نطبق قانون مشتقة الدالة حاصل قسمة دالتين اذن  

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= (1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥).

(1 − 𝑥)(𝑐𝑜𝑠𝑥)

(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)2
 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥)(𝑐𝑜𝑠𝑥)

(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)2
 

 ة  في قانون مشتقة الدالة اللوغاريتمي uومشتقة الدالة   uنعوض قيمة الدالة المساعدو 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1
𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥
.
1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥(𝑐𝑜𝑠𝑥)

(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)2
 

 بالتبسيط  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 
1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
. (

1 + 𝑠𝑖𝑛 − 𝑥(𝑐𝑜𝑠𝑥)

(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)2
) =

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)
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