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 الخلاصة 

التفاضلية    الفيزيائية  لالتطبيقات    بضعو  الهدف من هذا البحث هو ايجاد حل المعادلات  لمسائل 

فيزيائية مثل  ال مسائل  عدد من التحويلات لابلاس على  تم تطبيق    لابلاس ، حيث   باستخدام تحويلات 

ذه لهلول  حايجاد التم    ومسائل الجسم الساقط ومسائل الدوائر الكهربائية( و  ةالحرارة  مسائل درج)

 باستخدام قوانين تحويلات لابلاس للمشتقات وجدول تحويلات لابلاس لبعض الدوال .  المسائل 

مسائل الجسم  ،  ةالحرارة مسائل درج، المعادلات التفاضلية ،تحويلات لابلاس  كلمات مفتاحية:

 . مسائل الدوائر الكهربائية، الساقط 
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 الفصل الاول

    Laplace Transformationتحويلات لابلاس  

وهي عملية تجري على الدوال الرياضية لتحويلها من مجال الى مجال آخر ويستخدم تحويل لابلاس  

التفاضلية حيث يقوم بتحويلها الى معادلات في عدة مجالات ومن هذه المجالات هو حل المعادلات  

 جبرية لتسهيل عملية ايجاد حلولها. 

 تعريف:   1-1-1

𝑠أي دالة و    𝑓(𝑥)لتكن     > }ونرمز له بالرمز    𝑓(𝑥)فان تحويل لابلاس للدالة      0 𝑓(𝑥) } 

 يعرف بالتكامل: 

𝐿{ 𝑓(𝑥) } = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

0

                                                    (1 − 1) 

𝑓(𝑥)فمثلا لايجاد تحويل لابلاس للدالة    = 𝑒2𝑥  ( 1-1، باستعمال التعريف في معادلة  )

 نحصل على:  
 

𝐿{𝑒2𝑥} = ∫ 𝑒2𝑥

∞

0

𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 

             = ∫ 𝑒−(𝑠−2)𝑥

∞

0

𝑑𝑥 

          =
−1

𝑠 − 2
𝑒−(𝑠−2)𝑥|

0

∞
 

         =
−1

𝑠 − 2
(0 − 1) =

1

𝑠 − 2
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 ما: كاتعريف داله  2-1-1

 وتعرف كما في التكامل:  عداد الحقيقية والمركبة المضروب في الا هي امتداد لدالة 

𝛤(𝑛) = ∫ 𝑢𝑛−1

∞

0

𝑒−𝑢𝑑𝑢 

 

 الخاصية الخطية:  3-1-1

 ثوابت فان     𝛽و   𝛼و ليكن كل  من      𝑔(𝑥)و     𝑓(𝑥)ليكن لدينا الدالتين     

𝐿{ 𝛼𝑓(𝑥) ∓ 𝛽𝑔(𝑥) } = 𝛼𝐿{ 𝑓(𝑥) } ∓ 𝛽𝐿{ 𝑔(𝑥) }               (1 − 2) 

 

 لبعض الدوال: تحويلات لابلاس 2-1 

 تحويلات لابلاس لبعض الدوال سنذكرها بدون برهان في الجدول ادناه:  

 

 

 

𝑓(𝑠) = 𝐿{ 𝑓(𝑥) } 𝑓(𝑥) No. 

 𝑎 

𝑠
 𝑎 1. 

𝛤(𝑛 + 1)

𝑠𝑛+1
 𝑥𝑛 2. 

1

𝑠 − 𝑎
 𝑒𝑎𝑥 3. 

𝑎

𝑠2 + 𝑎2
 sin 𝑎𝑥 4. 

𝑠

𝑠2 + 𝑎2
 cos 𝑎𝑥 5. 

𝑎

𝑠2 − 𝑎2
   ;   |𝑎| < 𝑠 sinh 𝑎𝑥 6. 

𝑠

𝑠2 − 𝑎2
    ;   |𝑎| < 𝑠 cosh 𝑎𝑥 7. 
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 امثلة: نجد تحويلات لابلاس للدوال التالية:  2-1

𝑓(𝑥)( (1-2-1مثال = √ 
 𝑥 

 𝜋 
  +

1

2
𝑥2                                                   

𝑓(𝑥)                                      (  (1-2-2مثال  = 2 sin 3𝑥 + 3𝑒2𝑥 

𝑓(𝑥)  ((1-2-3مثال  = sinh 2𝑥 − cos 5𝑥                                         

 الحل :  

 𝐿 {√ 
 𝑥 

 𝜋 
  +

1

2
𝑥2} 

= 𝐿 {√ 
 𝑥 

 𝜋 
  } + 𝐿 {

1

2
𝑥2} 

=
1

√𝜋 
𝐿 {𝑥

1
2} +

1

2
𝐿{𝑥2} 

=
1

√𝜋 

𝛤 (
1
2

+ 1)

𝑠
1
2

+1
+

𝛤(2 + 1)

2𝑠2+1
 

=

1
2

𝛤 (
1
2)

√𝜋 𝑠
3
2

+
𝛤(3)

2𝑠3
 

=
1

2𝑠
3
2

+
2!

2𝑠3
 

=
1

2𝑠
3
2

+
1

𝑠3
 

=
𝑠

3
2 + 2

2𝑠3
                           

  𝐿{2 sin 3𝑥 + 3𝑒2𝑥} 

= 𝐿{2 sin 3𝑥} + 𝐿{3𝑒2𝑥} 

= 2𝐿{sin 3𝑥} + 3𝐿{𝑒2𝑥} 

=
6

𝑠2 + 9
+

3

𝑠 − 3
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  𝐿{sinh 2𝑥 − cos 5𝑥} = 𝐿{sinh 2𝑥} − 𝐿{cos 5𝑥} 

                                       =
2

𝑠2 − 4
−

𝑠

𝑠2 + 25
                                     

 

 تحويلات لابلاس العكسية:  1-3

من     مجموع  إلى  عكسه  المراد  الإقتران  تحويل  هو  لابلاس  تحويل  لعكس  طريقة  أسهل  إن 

وباستعمال   مسبقاً،  المحسوبة  لابلاس  تحويلات  من  مجموعة  عن  عبارة  هي  والتي  الإقترانات 

لتحويلات لابلاس، يمكننا عكس الإقتران بشكل مباشر وسيكون الناتج من ذلك    خاصية الخطية

 . إقترانات عدة هو 

}𝑓(𝑥)   𝐿اذا كان لدينا تحويل لابلاس للدالة     𝑓(𝑥) } = 𝐹(𝑠)  وبفرض ان المؤثر ،𝐿−1   

 سيكون   𝐹(𝑠)هو معكوس تحويل لابلاس للدالة  

𝐿−1{𝐹(𝑠)} = 𝑓(𝑥)   

 

 

 امثلة:  3-1

 لكل مما يلي :  𝑓(𝑥)نجد الدالة   

𝐿−1(                                                           1-3-1  (مثال {
1

𝑠2−2𝑠−3
}                    

𝐿−1(                                                                          1-3-2مثال )  {
𝑠

𝑠4+13𝑠2+36
} 

𝐿−1 ( 1-3-3مثال )  {
2

𝑠3+2𝑠
}                                                                                            

 

 

 

 الحل : 

 1.   
𝟏

𝒔𝟐 − 𝟐𝒔 − 𝟑
 

=
1

(𝑠 − 3)(𝑠 + 1)
 

 باستعمال تجزئة الكسور  
1

(𝑠 − 3)(𝑠 + 1)
=

𝐴

𝑠 − 3
+

𝐵

𝑠 + 1
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𝑠 = 3    ⇰   𝐴 =
 1 

4
            

    𝑠 = −1    ⇰    𝐵 =
−1

4
 

1

𝑠2 − 2𝑠 − 3
=

 1 

4
(

1

𝑠 − 3
−

1

𝑠 + 1
) 

𝐿−1 {
1

𝑠2 − 2𝑠 − 3
} 

=
 1 

4
𝐿−1 {(

1

𝑠 − 3
−

1

𝑠 + 1
)} 

=
1

4
(𝐿−1 {

1

𝑠 − 3
} − 𝐿−1 {

1

𝑠 + 1
}) 

∴     𝑓(𝑥) =
1

4
(𝑒3𝑥 − 𝑒−𝑥) 

 

  2.  
𝒔

𝒔𝟒 + 𝟏𝟑𝒔𝟐 + 𝟑𝟔
 

𝑠

𝑠4 + 13𝑠2 + 36
=

𝑠

(𝑠2 + 4)(𝑠2 + 9)
 

                                 =
𝐴𝑠 + 𝐵

𝑠2 + 4
+

𝐶𝑠 + 𝐷

𝑠2 + 9
 

                                =
(𝐴𝑠 + 𝐵)(𝑠2 + 9) + (𝐶𝑠 + 𝐷)(𝑠2 + 4)

(𝑠2 + 4)(𝑠2 + 9)
 

 بفتح الاقواس واستخدهم البديهية )اذا تساوت المقامات تتساوى البسوط( نحصل على 

𝑠 = 𝐴𝑠3⏟ + 9𝐴𝑠 + 𝐵𝑠2 + 9𝐵 + 𝐶𝑠3⏟ + 4𝐶𝑠 + 𝐷𝑠2 + 4𝐷 

 الحد الثابت في الطرف الايمن يساوي الحد الثابت في الطرف الايمن نحصل على: 

𝐴 + 𝐶 = 0    

 في اليسار  𝑠في اليمين يساوي معامل  𝑠معامل 

  9𝐴 + 4𝐶 = 1  

 في اليسار  𝑠2في اليمين يساوي معامل  𝑠2معامل 

 

  𝐵 + 𝐷 = 0     

 ي اليسار ف 𝑠3في اليمين يساوي معامل  𝑠3معامل 

 

9𝐵 + 4𝐷 = 0 

 نجد :  اعلاه  بحل المعادلات الاربع
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𝐴 =
 1 

 5 
     ,   𝐶 = −

 1 

 5 
𝐵     و        = 𝐷 = 0 

𝐿−1 {
𝑠

𝑠4 + 13𝑠2 + 36
} =

 1 

5
𝐿−1 {(

𝑠

𝑠2 + 4
−

𝑠

𝑠2 + 9
)} 

                                          =
1

5
(𝐿−1 {

𝑠

𝑠2 + 4
} − 𝐿−1 {

𝑠

𝑠2 + 9
}) 

∴     𝑓(𝑥) =
1

5
(cos 2𝑥 − cos 3𝑥) 

 \ 

 

𝟑.
𝟐

𝒔𝟑 + 𝟐𝒔
 

2

𝑠3 + 2𝑠
=

2

𝑠(𝑠2 + 2)
 

                    =
𝐴

𝑠
+

𝐵𝑠 + 𝐶

𝑠2 + 2
 

                  =
𝐴𝑠2 + 2𝐴 + 𝐵𝑠2 + 𝐶𝑠

𝑠(𝑠2 + 2)
 

𝐴نجد  وكما في المثال السابق  = 𝐵    و    1 = −1 ،  𝐶 = 0  

𝐿−1 {
2

𝑠3 + 2𝑠
} 

       = 𝐿−1 {
1

𝑠
} −

1

√2
𝐿−1 {

√2

𝑠2 + 2
} 

∴     𝑓(𝑥) = 1 −
1

√2
sin √2 𝑥 
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 الفصل الثاني 

 حل المعادلات التفاضلية باستعمال تحويلات لابلاس 

 

 تحويلات لابلاس للمشتقات: 1-1-2 

𝑦لتكن الدالة   = 𝑦(𝑥)   :قابلة للاشتقاق فاننا سنقبل المبرهنتان التاليتان بدون برهان 

1 – 2 )                                                      ) 𝐿 {
𝑑𝑦

𝑑𝑥
} = 𝑠𝐿{𝑦(𝑥)} − 𝑦(0) 

2 – 2 )                                   )𝐿 {
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
} = 𝑠2𝐿{𝑦(𝑥)} − 𝑠𝑦(0) − 𝑦′(0) 

 حل المعادلات التفاضلية باستعمال تحويلات لابلاس:2 -1-2

من الممكن استعمال تحويلات لابلاس  ومعكوسها  لحل المعادلات  التفاضلية  والامثلة التالية  

 توضح ذلك 

 : ( (2-1امثله 

 : 2-1-1) )مثال

′𝑦   من الرتبة الاولى د حل المعادلة التفاضليةاجلاي  + 2𝑦 = cos 𝑥  بالشرط الابتدائي  و 

 𝑦(0) = 1  . 

 ينتج أخذ مؤثر تحويل لابلاس للمعادلة التفاضلية  ب

         𝐿{𝑦′} + 2𝐿{𝑦(𝑥)} = 𝐿{cos 𝑥} 

                                              نحصل على(  ( 2 – 1ومن جدول تحويل لابلاس والمعادلة 

𝑠𝐿{𝑦(𝑥)} − 𝑦(0) + 2𝐿{𝑦(𝑥)} =
𝑠

𝑠2 + 1
        

(𝑠 + 2)𝐿{𝑦(𝑥)} − 1 =
𝑠

𝑠2 + 1
 

(𝑠 + 2)𝐿{𝑦(𝑥)} =
𝑠

𝑠2 + 1
+ 1                      

 (𝑠 + 2)𝐿{𝑦(𝑥)} =
𝑠 + 𝑠2 + 1

𝑠2 + 1
 

 𝐿{𝑦(𝑥)} =
𝑠2 + 𝑠 + 1

(𝑠 + 2)(𝑠2 + 1)
 

 الآن نستعمل تجزئة الكسور 
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𝑠2 + 𝑠 + 1

(𝑠 + 2)(𝑠2 + 1)
=

𝐴

(𝑠 + 2)
+

𝐵𝑠 + 𝐶

(𝑠2 + 1)
 

=
𝐴(𝑠2 + 1) + (𝐵𝑠 + 𝐶)(𝑠 + 2)

(𝑠 + 2)(𝑠2 + 1)
 

𝑠2 + 𝑠 + 1 = 𝐴𝑠2 + 𝐴 + 𝐵𝑠2 + 2𝐵𝑠 + 𝐶𝑠 + 2𝐶 

 في الطرفين متساوية على الترتيب نحصل على المعادلات التالية  𝑠ى  وحيث ان معاملات قو 

𝐴 + 𝐵 = 1     

2𝐵 + 𝐶 = 1         

 𝐴 + 2𝐶 = 1 

 فقط باستعمال طريقة الغطاء وكما يلي :  𝐴هنا يمكن ايجاد قيمة   

𝑠 = −2    ⇰     𝐴 =
(−2)2 + (−2) + 1

(−2)2 + 1
=

 3 

 5 
 

 في المعادلات اعلاه ومن ثم نحصل على 𝐴قيمة   وبتعويض 

∴    𝐵 =
 2 

 5 
𝐶     و         =

 1 

 5 
 

∴  
𝑠2 + 𝑠 + 1

(𝑠 + 2)(𝑠2 + 1)
=

3

5(𝑠 + 2)
+

2𝑠 + 1

5(𝑠2 + 1)

=
 3 

 5 

1

𝑠 + 2
+

 2 

 5 

𝑠

𝑠2 + 1
+

1

5

1

𝑠2 + 1
 

𝐿{𝑦(𝑥)} =
 3 

 5 

1

𝑠 + 2
+

 2 

 5 

𝑠

𝑠2 + 1
+

1

5

1

𝑠2 + 1
 

 نحصل على  لابلاس العكسيتحويل وباستخدام 

𝑦(𝑥) =
 3 

 5 
𝐿−1 {

1

𝑠 + 2
} +

 2 

 5 
𝐿−1 {

𝑠

𝑠2 + 1
} +

 1 

 5 
𝐿−1 {

1

𝑠2 + 1
} 

 يكون حل المعادلة التفاضلية المعطاة هو : ومن جدول تحويل لابلاس 

𝑦(𝑥) =
 3 

 5 
𝑒−2𝑥 +

 2 

 5 
cos 𝑥 +

 1 

 5 
sin 𝑥 
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 :    (2-1-2)  مثال

′′𝑦لنجد حل المعادلة التفاضلية  التالية     + 𝑦 = 𝑥   بالشروط   باستعمال تحويلات لابلاس

 الابتدائية 

   𝑦′(0) = 2    ,   𝑦(0) = 1  . 

𝐿{𝑦′′}بأخذ مؤثر تحويل لابلاس للمعادلة التفاضلية       + 𝐿{𝑦} = 𝐿{𝑥}    

𝑠2𝐿{𝑦(𝑥)} − 𝑠𝑦(0) − 𝑦′(0) + 𝐿{𝑦(𝑥)} =
1

𝑠2
 

 بتعويض الشروط الابتدائية نحصل على : 

(𝑠2 + 1)𝐿{𝑦(𝑥)} − 𝑠 − 2 =
1

𝑠2
    

 (𝑠2 + 1)𝐿{𝑦(𝑥)} =
1

𝑠2
+ 𝑠 + 2 =

𝑠3 + 2𝑠2 + 1

𝑠2
 

𝐿{𝑦(𝑥)} =
𝑠3 + 2𝑠2 + 1

𝑠2(𝑠2 + 1)
 

𝑠3 + 2𝑠2 + 1

𝑠2(𝑠2 + 1)
=

𝐴

𝑠
+

𝐵

𝑠2
+

𝐶𝑠 + 𝐷

𝑠2 + 1

=
𝐴𝑠(𝑠2 + 1) + 𝐵(𝑠2 + 1) + (𝐶𝑠 + 𝐷)𝑠2

𝑠2(𝑠2 + 1)
 

𝑠3 + 2𝑠2 + 1 = 𝐴𝑠3 + 𝐴𝑠 + 𝐵𝑠2 + 𝐵 + 𝐶𝑠3 + 𝐷𝑠2   

𝐴 + 𝐶 = 1  , 𝐵 + 𝐷 = 2  

  𝐴 = 𝐵         و      0 = 𝐶  و   1 = 𝐷   و   1 = 1  

𝐿{𝑦(𝑥)} =
1

𝑠2
+

𝑠

𝑠2 + 1
+

1

𝑠2 + 1
 

𝑦(𝑥) = 𝐿−1 {
1

𝑠2
} + 𝐿−1 {

𝑠

𝑠2 + 1
} + 𝐿−1 {

1

𝑠2 + 1
} 

 فيكون حل المعادلة التفاضلية المعطاة هو : 

𝑦(𝑥) = 𝑥 + cos 𝑥 + sin 𝑥 
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 (: 2-1-3مثال ) 

′′𝑦د حل المعادلة التفاضلية  التالية    اجيلا − 3𝑦′ + 2𝑦 = 4𝑒2𝑥    باستعمال تحويلات

𝑦′(0)بالشروط الابتدائية   لابلاس = 5    ,   𝑦(0) = −3 . 

 

 نأخذ مؤثر تحويل لابلاس للمعادلة التفاضلية     

      𝐿{𝑦′′} − 3𝐿{𝑦′} + 2𝐿{𝑦} = 4𝐿{𝑒2𝑥}    

𝑠2𝐿{𝑦(𝑥)} − 𝑠𝑦(0) − 𝑦′(0) − 3𝑠𝐿{𝑦(𝑥)} + 3𝑦(0) + 2𝐿{𝑦} =
4

𝑠 − 2
 

 بتعويض الشروط الابتدائية نحصل على : 

𝑠2𝐿{𝑦(𝑥)} + 3𝑠 − 5 − 3𝑠𝐿{𝑦(𝑥)} − 9 + 2𝐿{𝑦(𝑥)} =
4

𝑠 − 2
 

(𝑠2 − 3𝑠 + 2)𝐿{𝑦(𝑥)} =
4

𝑠 − 2
+ 14 − 3𝑠 

=
−3𝑠2 + 20𝑠 − 24

𝑠 − 2
 

𝐿{𝑦(𝑥)} =
−3𝑠2 + 20𝑠 − 24

(𝑠 − 2)(𝑠2 − 3𝑠 + 2)
 

=
−3𝑠2 + 20𝑠 − 24

(𝑠 − 2)2(𝑠 − 1)
 

=
𝐴

𝑠 − 2
+

𝐵

(𝑠 − 2)2
+

𝐶

𝑠 − 1
 

=
𝐴(𝑠 − 2) + 𝐵 + 𝐶(𝑠 − 2)2

(𝑠 − 2)2(𝑠 − 1)
 

−3𝑠2 + 20𝑠 − 24 = 𝐴𝑠 − 2𝐴 + 𝐵 + 𝐶𝑠2 − 4𝐶𝑠 + 4𝐶 

𝐶 = −3    , 𝐴 − 4𝐶 = 20   →      𝐴 = 8     ,

−2𝐴 + 𝐵 + 4𝐶 = −24   →   𝐵 = 20 

   𝐿{𝑦(𝑥)} =
8

𝑠 − 2
+

20

(𝑠 − 2)2
−

3

𝑠 − 1
 

   𝑦(𝑥) = 𝐿−1 {
8

𝑠 − 2
} + 𝐿−1 {

20

(𝑠 − 2)2
} − 𝐿−1 {

3

𝑠 − 1
} 

𝑦(𝑥)فيكون حل المعادلة التفاضلية المعطاة هو :  = 8𝑒2𝑥 + 20𝑥𝑒2𝑥 − 3𝑒𝑥 
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 الفصل الثالث 

 على تحويلات لابلاس  تطبيقات فيزيائية

 

 : مسائل درجة الحرارة   1-3

ينص قانون نيوتن للتبريد على ان ) معدل التغير الزمني لدرجة حرارة جسم يتناسب طردياً مع     

هي درجة حرارة الجسم  و     𝑇الفرق في درجتي حرارة الجسم والوسط المحيط به (  فاذا كانت    

𝑇𝑠 هي درجة حرارة الوسط المحيط فان معدل التغير الزمني لدرجة حرارة الجسم  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝑘(𝑇 − 𝑇𝑠 )                      ( 1 − 1 − 3 ) 

  
𝑑𝑇

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑇 = 𝑘𝑇𝑠                              (2 − 1 − 3) 

 

 :مسائل الجسم الساقط     2-3

ومقاومة الهواء   gساقطاً من اعلى متأثراً فقط بالجاذبية الارضية     𝑀لنعتبر ان جسماً كتلته       

ثابتان    والكتلة  الجاذبية الارضية  ان كل من  نفرض   ، الجسم   مع سرعة  تتناسب  طردياً  التي  

القوى المؤثرة على جسم   الثاني للحركة والذي ينص على ان )محصلة  وباستعمال قانون نيوتن 

 تساوي المعدل الزمني لتغير كمية الحركة مضروباً بالكتلة الثابتة ( أي ان  

𝐹 = 𝑀
𝑑𝑣

𝑑𝑡
                              (1 − 2 − 3) 

 𝑡هي سرعة الجسم  ، كلاهما عند الزمن     𝑣 و  هي محصلة القوى المؤثرة على الجسم 𝐹حيث  

𝑊هنا لدينا قوتان تؤثران على الجسم هما الاولى وزن الجسم     = 𝑀g   

𝑘حيث  𝑘𝑣−والثانية هي قوة مقاومة الهواء   ≤ هو ثابت التناسب والاشارة السالبة هنا لان   0

 . اتجاه القوة عكس اتجاه السرعة 

 وبالتالي فان محصلة القوى هي   

𝐹 = 𝑀g − 𝑘𝑣                         (2 − 2 − 3) 

2)من المعادلتين   − 2 − 1) و  (3 − 2 −  :نحصل على  (3

𝑀
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑀g − 𝑘𝑣                           (3 − 2 − 3)    
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 : نحصل على   ومنها

𝑑𝑣

𝑑𝑡
+

𝑘

𝑀
𝑣 = g                               (4 − 2 − 3) 

 

 : مسائل الدوائر الكهربائية   3-3

بالهنري وقوة    𝐿بالفاراد وحث    𝐶بالاوم ومكثف    𝑅تتكون الدائرة الكهربائية البسيطة من مقاومة  

 𝑖بالفولت وبطارية أو مولد متصلة جميعها على التوالي . يقُاس التيار  𝐸 دافعة كهربائية )ق.د.ك(

 على المكثف بالكولوم . 𝑞بالامبير والشحنة   

 وينص قانون كيرشوف على ان ) المجموع الجبري للجهد حول دائرة بسيطة مغلقة يساوي   

 صفر ( .

1)و خلال المكثف هو    𝑅𝑖ان فرق الجهد خلال مقاومة هو    𝐶⁄ )𝑞  وخلال الحث هو 

 

 وبالتالي فانه من قانون كيرشوف يكون لدينا    𝐸(𝑡)هو     ) ق .د .ك (يكون فرق الجهد خلال 

𝑅𝑖 + 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+  

1

𝐶
𝑞 = 𝐸(𝑡)                (1 − 3 − 3) 

 

 امثلة : 

 : (3-1)مثال 

، بعد     ℉0في مختبر درجة حرارته ثابتة عند   ℉100وضعت قطعة معدنية درجة حرارتها   

 20 𝑚𝑖𝑛   جد : ℉50اصبحت درجة حرارة القطعة 

 . ℉25( الزمن اللازم لتصل درجة حرارة القطعة الى  1) 

 .𝑚𝑖𝑛 10 ( درجة حرارة القطعة  بعد 2)  

 الحل :

 (  3 - 1 - 2 باستخدام معادلة )

𝑑𝑇

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑇 = 𝑘𝑇𝑠                  

      
𝑑𝑇

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑇 = 0 ;   𝑇(0) = 100 

𝑇(0)وبأخذ تحويل لابلاس للمعادلة اعلاه بالشرط الابتدائي   = 100  

𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
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𝐿{𝑇′} + 𝑘𝐿{𝑇} = 0 

 ( 2-1وحسب المعادلة رقم )

𝑠𝐿{𝑇} − 𝑇(0) + 𝑘𝐿{𝑇} = 0 

𝑠𝐿{𝑇} − 100 + 𝑘𝐿{𝑇} = 0 

(𝑠 + 𝑘)𝐿{𝑇} = 100 

𝐿{𝑇} =
100

𝑠 + 𝑘
 

    المعادلة التفاضلية في الصورة يصبح حل  تحويلات لابلاس للدوالمن جدول  و

𝑇 = 100𝑒−𝑘𝑡 

𝑡نعوض الشرط الابتدائي     𝑘قيمة الثابت    لإيجاد  = 20𝑚𝑖𝑛      عند   𝑇 = 50℉ 

50 = 100𝑒−20𝑘 

  𝑒−20𝑘 = 0.5      

  −20𝑘 = ln(0.5)      

    𝑘 = 0.0347 

 وبهذا تصبح العلاقة بين درجة حرارة القطعة المعدنية والزمن  

𝑇 = 100𝑒−0.0347𝑡 

 .  ℉25الزمن اللازم لتصل درجة حرارة القطعة الى  

25 = 100𝑒−0.0347𝑡        

=    𝑒−0.0347𝑡 

= 0.25        

 ∴ 𝑡 = 40 𝑚𝑖𝑛  

 درجة حرارة القطعة  بعد عشر دقائق

𝑇 = 100𝑒−0.0347×10 

= 70.68℉ 
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  :(3-2مثال ) 

 

𝑀جسم ساكن كتلته   = 5 𝑘g     100من ارتفاع 𝑚   احسب الزمن اللازم لوصوله الى

 في الحالات التالية: الارض 

   .( بفرض عدم  مقاومة الهواء1)

𝑘𝑣( اذا كانت مقاومة الهواء  2) = (1 8⁄ )𝑣   حيث𝑣   هي سرعة الكرة(𝑚 𝑠𝑒𝑐⁄ ). 

 

 الحل:

(1 ) 

 (: 3-2-4معادلة )باستعمال 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
+

𝑘

𝑀
𝑣 = g           

𝑡بما ان الجسم كان ساكناً لذا عند   = 𝑣تكون      0 = الشرط الابتدائي   وعليه فان  0

𝑣(0) هو  = 0 

                
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 9.8 ; 𝑣(0) = 0       

 وبأخذ تحويل لابلاس للمعادلة اعلاه نحصل على  

𝐿{𝑣′} = 𝐿{9.8} 

 بالأضافة الى جدول تحويلات لابلاس للدوال :  (2-1وحسب المعادلة رقم )

𝑠𝐿{𝑣} − 𝑣(0) =
9.8

𝑠
 

𝑠𝐿{𝑣} − 0 =
9.8

𝑠
 

𝐿{𝑣} =
9.8

𝑠2
 

 معادلة الحركة :  تصبح ومن جدول تحويلات لابلاس للدول    

𝑣 = 9.8𝑡        

   
𝑑ℎ

𝑑𝑡
= 9.8𝑡     
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𝑡بما ان الجسم كان ساكناً لذا عند     = ℎتكون      0 = ، باخذ تحويل لابلاس لطرفي     0

 المعادلة 

𝑠𝐿{ℎ} − ℎ(0) =
9.8

𝑠2
 

𝐿{ℎ} =
9.8

𝑠3
 

ℎ = 4.9𝑡2 

  : لذا فان الزمن اللازم لوصول الجسم الى الارض هو  

𝑡 = √
ℎ

4.9
= √

100

4.9
= 4.5  𝑠𝑒𝑐 

(2 ) 

      
𝑑𝑣

𝑑𝑡
+

𝑘

𝑀
𝑣 = g         

         
𝑑𝑣

𝑑𝑡
+

1

40
𝑣 = 9.8;    𝑣(0) = 0       

𝑣(0)وبأخذ تحويل لابلاس للمعادلة الاخيرة بالشرط الابتدائي   =  نحصل على   0

𝑠𝐿{𝑣} + 0.025𝐿{𝑣} =
9.8

𝑠
 

(𝑠 + 0.025)𝐿{𝑣} =
9.8

𝑠
 

𝐿{𝑣} =
9.8

𝑠(𝑠 + 0.025)
 

 

9.8

𝑠(𝑠 + 0.025)
=

𝐴

 𝑠 
+

𝐵

(𝑠 + 0.025)
 

𝑠 = 0 ⇰  𝐴 =
9.8

0.025
= 392 

𝑠 = −0.025 ⇰  𝐵 =
9.8

−0.025
= −392 
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𝐿{𝑣} =
392

 𝑠 
−

392

(𝑠 + 0.025)
 

𝑣 = 𝐿−1 {
392

 𝑠 
−

392

(𝑠 + 0.025)
} 

𝑣 = 392(1 − 𝑒−0.025𝑡) 

  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 392(1 − 𝑒−𝑡 40⁄ )         

𝑑𝑥 = 392(1 − 𝑒−𝑡 40⁄ )𝑑𝑡 

𝑥 = 392(𝑡 + 40𝑒−𝑡 40⁄ ) + 𝑐1 

𝑡عند   = 𝑠تكون      0 = 𝑐1     فنحصل على    0 = −15680     

∴  𝑥 = 392(𝑡 + 40𝑒−𝑡 40⁄ ) − 15680 

 الزمن اللازم لوصول الجسم الى الارض لإيجاد 

100 = 392(𝑡 + 40𝑒−𝑡 40⁄ ) − 15680 

15780 = 392(𝑡 + 40𝑒−𝑡 40⁄ ) 

𝑡 + 40𝑒−𝑡 40⁄ = 40.25 

𝑒−𝑡 40⁄ ≅ 1 −
 𝑡

40
+

(−𝑡 40⁄ )2

2
  باستعمال  متسلسلة  تايلر                   

𝑡 + 40 − 𝑡 +
𝑡2

80
= 40.25 

𝑡2 = 20     ⇨        𝑡 = 4.47 𝑠𝑒𝑐 
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 : (3-3مثال ) 

𝐸في الدائرة الكهربائية ادناه اذا كان  = 20𝑣 , 𝐿 = 10𝑚𝐻  , 𝑅 = 10 Ω  فجد شدة التيار

 . عند اي لحظة

 

 

 الحل : بتطبيق قانون كيرشوف للجهد على هذه الدائرة  نحصل على 

    10 
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 10𝑖 = 20          

      
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑖 = 2; 𝑖(0) = 0 

𝑖(0)وبأخذ تحويل لابلاس للمعادلة الاخيرة بالشرط الابتدائي   =  نحصل على   0

𝑠𝐿{𝑖} + 𝐿{𝑖} =
2

𝑠
 

(𝑠 + 1)𝐿{𝑖} =
2

𝑠
 

𝐿{𝑖} =
2

𝑠(𝑠 + 1)
=

𝐴

𝑠
+

𝐵

(𝑠 + 1)
 

𝑠 = 0 ⇰  𝐴 = 2  and 𝑠 = −1 ⇰  𝐵 = −2   

𝐿{𝑖} =
2

𝑠
+

−2

(𝑠 + 1)
 

 وبأخذ تحويل لابلاس العكسي نحصل على 

𝑖 = 2−2𝑒−𝑡  . وهي شدة التيار عند اي لحظة 
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