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 مقجمة
 لمدوايا السشاعخة الأقؾاس أطؾال يقيذ كان حيشسا آرياباتا القجيؼ اليشجي العالؼ تكسالالاس طخيقة إكتذف

  .الثانية الجرجة مؽ الاستكسال الي وصل حيث الجائخة في
 العجدي التحميل ونؾاة  قمب يذكل إذ ، العجدي التحميل في الأبخز السؾضؾع الخياضي الاستكمال ويعتبخ

 مؽ لجالة قيسة عؽ البحث في السدتسخة لحاجتشا يعؾد الأول الدبب رئيدييؽ، لدبيبؽ وذلػ الكلاسيكي.
 نجج فمكي مججولة الغيخ والشقاشات السدائل تمػ في أما الحدابية، السدائل معغؼ أثشاء مججولة بيانات

 تمػ ندتكسل أن مؽ لشا فلابج البيانات، ججول في مجرجة الغيخ الشقاط مؽ أكثخ أو واحجة عشج لمجالة قيسة
 البيانات أن كؾن  في تكسؽ للاستكمال اجةالح أن ذلػ مؽ والأكثخ. الاستكمال طخق  وندتخجم الجالة

 كانت وإن حتى الكثيخ، الذيء العالية الجقة مؽ ليا تكؾن  السدائل معغؼ في إليشا تُعظى التي السججولة
 السختمفة الظخق  مؽ ججا متظؾرة مجسؾعة الكلاسيكي العجدي التحميل قجم لحلػ محجودة. بيانات

 الظخق  معغؼ أن لكؾن  فيعؾد الخياضي الاستكمال لأىسية لثانيا لمدبب بالشدبة أما الخياضي. للاستكسال
)Interpolation الاستكمال طخق  مؽ واشتقاقيا استشاتجيا تؼ قج القظاعات شتى في الكلاسيكية العجدية

 Formulas]التفاضمية السعادلات تكاملات ،الاشتقاقات في السدتخجمة العجدية الظخق  فتمػ ،(]الإنجميدية 
 مباشخة   واشتـُقّـت طُؾرت قج الكلاسيكي العجدي التحميل قظاعات مؽ وغيخىا التخبيعية، السعادلات ،العادية
 لا الحجيث العجدي التحميل في السدتخجمة الظخق  أن مؽ بالخغؼ الخياضي. الاستكمال طخق  مؽ انظلاق ا

 يتعارض لا ىحا أن إلا مشيا اشتُقت أخخى  طخق  لؾجؾد ؛الاستكمال طخق  عمى لكبيخا الاعتساد ذاك تعتسج
 .الاستكمال وطخق  للاستكمال الجسة والفائجة الكبيخ الجور مع

 معيؽ نظاق داخل نقظة في دالة قيسة تقخيب أو لتقجيخ يدتخجم رياضي أسمؾب ىؾ العجدي الاستكسال
 البيانات نقاط مؽ مجسؾعة لجيشا يكؾن  عشجما خاص بذكل مفيج إنو السعخوفة. البيانات نقاط عمى بشاء  

 يدتخجم مباشخة. قياسات فييا نسمػ لا مؾاقع أو وسيظة نقاط في الجالة قيؼ تقجيخ ونخيج السشفرمة
 والشسحجة البيانات وتحميل الكسبيؾتخ ورسؾمات اليشجسة مثل مختمفة مجالات في شائع بذكل الاستكسال

 العمسية.
 البيانات خرائص مثل عؾامل و السظمؾبة والجقة البيانات طبيعة عمى الاستكسال طخيقة اراختي يعتسج

 والافتخاضات القيؾد مخاعاة السيؼ مؽ أساسية. افتخاضات أي ووجؾد الحدابية والكفاءة الدلاسة ومتظمبات
 ومؾثؾقة دقيقة استكسال نتائج لزسان طخيقة بكل الخاصة

 بسلء لشا يدسح السؾجؾدة. البيانات عمى بشاء   معيؽ نظاق ضسؽ القيؼ يخلتقج قؾية أداة  الاستكسال يعج
 لمبيانات. مدتسخ تسثيل وإنذاء السفقؾدة بالقيؼ والتشبؤ الفجؾات
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 الأخطاء: دابح-1 
 حداب ويتؼ السحتسمة، والأخظاء العجدية الظخق  صفات بتحميل ييتؼ العجدي التحميل إن 

 ، السظمؾب الحل إلى تؾصل التي السختمفة الظخق  مؽ طخيقة أي حل في وقؾعو تسلالسح الخظأ
 كان ولحلػ ، خظؾات أقل في السظمؾبة الجقة تحقق التي الظخيقة اختيار يتؼ السقارنة ضؾء وفي
 تحجيجىا. وطخق  خظاءالا مرادر فيؼ الزخوري  مؽ

 ىي: الأخظاء مرادر ومؽ
 دقيقة الغيخ العسمية التجارب مؽ عمييا نحرل التي ئلالسدا حل عؽ يشتج السعظيات: خظأ (1

 مدتخجميؽ لمتدييل وذلػ حقيقية لقيؼ مقخبة نأخحىا التي أو كافي بذكل
 مشيا أبدط أخخى  بعلاقة مثلا معقجة رياضية علاقة عؽ الاستعاضة عؽ يشتج الظخيقة: خظأ (2
  السحجود تكاملال قيسة حداب في مثلا السشحخف شبو طخيقة استخجام ذلػ ومثال .

 حجودىا. عجد ىؾ مثلا السشتيية غيخ الدمدمة السجسؾع أن اعتبار عؽ يشتج القظع خظأ (3
 فيو عجد كل أن بحيث حاسب لجيشا أن لشفخض فسثلا نفدو الحاسب عؽ تشتج التقخيب: أخظأ (4)

 ؾى السجسؾع إن ، 7.1625 و 9.2654 العجديؽ جسع نخيج وإنشا فقط أرقام خسدة عمى يحتؾي 
 وبالتالي الأرقام ىحه تخديؽ يدتظيع لا الحاسب عشجئح أرقام ستة عمى يحتؾي  وىؾ 16.4279

 16.428 إلى الدتة الأرقام بتجويخ يقؾم
 بعسمية يقؾم الحي الذخص عؽ الشاتج الذخري الخظأ مثل ، ميسمة أخظاء ىشاك أخيخا    

 التجخبة. لحات القياس بعسمية يقؾم أخخ بذخص مقارنة ما، لتجخبة القياس
  التالية: بالطرق  عادة الأخطاء عن تعبر أن يمكن
  المطمق: الخطأ

 بالقيسة عشو نعبخ وقج السزبؾطة القيسة و السحدؾبة القيسة بيؽ الفخق  بأنو يعخف 
  أن: أي السظمقة

  السزبؾطة القيسة - السحدؾبة القيسة = السظمق الخظأ
  | السزبؾطة القيسة - السحدؾبة القيسة | = لمخظا السظمقة والقيسة
  الندبي: الخطأ

 باعتبارىا السحدؾبة القيسة أو السزبؾطة والقيسة السظمق الخظأ قدسة خارج بأنو يعخف 
 أن: أي ، أيزا السظمقة بالقيؼ عشو يعبخ ما وعادة مشيا قخيبة

القيسة السحدؾبة−القيسة السزبؾطة الشدبي= الخظأ
القيسة السزبؾطة

  

  = الشدبي خظألم السظمقة والقيسة
 القيسة السحدؾبة−القيسة السزبؾطة

القيسة السزبؾطة
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  :هي ئالم الخطأ
 أي ، لمخظأ السئؾية الشدبة يدسى وأحيانا . 100 في مزخوبا الشدبي الخظأ بأنو يعخف 

  100 × الشدبي الخظأ = لمخظأ السئؾية الشدبة : ان
  (1 - 1) مثال

 e الثابت تسثل التي التالية الستتالية حجود تدعة ثؼ خسدة باعتبارىا الخظأ قيسة أحدب
𝑦 = 𝑒 = 1 +

1

1!
+

1

2!
+ ⋯ +

1

𝑛!
+ ⋯ 

 e=2.7183 : قيسة ان حيث السزبؾطة 
 الحل/

𝑦𝑛 آ 𝑦𝑛 n 
2.7167 5 1.000 0 
2.7181 6 2.000 1 
2.7183 7 2.5000 2 
2.7183 8 2.6667 3 
2.7183 9 2.7084 4 

 
 القظع خظأ فإن حجود n=5 استعسمت فإذا

𝑦 − 𝑦𝑠 = 2.7183 − 2.7167 = 0.0016 
𝑛 استعسمت فإذا =  القظع خظا فإن حجودىا 9

𝑦 − 𝑦9 = 2.7183 − 2.7183 = 0.0000 
 أما خظا التجويخ فإنو يحرل بأستعسال عجد معيؽ مؽ السخاتب الكدخية في الحداب

 2- تمثيل الجوال ومتدمدلات القهى:
  , الجوال مؽ العجيج عؽ لتعبيخ مشاسبة وسيمة القؾى  متدمدلات تعتبخ

  الأمامية( لمفخوق  – نيؾتؽ )حجود (:1-1) تعخيف
, xi  مختب زوج برؾرة لمستغيخ بيانات مجسؾعة لجيشا أن نفخض 𝑓𝑥𝑖  

𝑖 = 0,1,… . , 𝑛 وان  
i=`,….,n , h𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 = 

 يمي: كسا ب الجالة عمى ∆ الامامي الفخق  مؤثخ نعخف
∆𝑓 𝑥𝑖 = 𝑓 𝑥𝑖 + ℎ − 𝑓 𝑥𝑖  

 الفخق: يربح بالخمد  𝑥𝑖   لمسقجار ولشخمد
∆𝑓𝑖 = 𝑓𝑖 + 𝑓𝑖                                                          ∗        
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  فيؾ الثاني الفخق  ماأ
∆2𝑓𝑖 = ∆ ∆𝑓𝑖  

= ∆ 𝑓𝑖+1  
= 1𝑓𝑖+2 − 2𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖 

 الثالث. الفخق  عمى نتحرل الظخيقة بشفذو 
∆3𝑓

𝑖
= 𝑓𝑖+3 − 3𝑓𝑖+2 + 3𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖  

  عامة وبرؾرة
∆𝑛𝑛𝑓

𝑖
= 𝑓𝑖+𝑛 − 𝑛𝑓𝑖+𝑛−1 +

𝑛 𝑛−1 

2!
𝑓𝑖+𝑛−2 +

𝑛 𝑛−1  𝑛−2 

3!
𝑓𝑖+𝑛−3+…..+ 1  

 
 𝑥0 وعشج )*( الريغة الى لشعج

∆𝑓0 = 𝑓1 − 𝑓0 
 أو

𝒇
𝒊
=  𝟏 + ∆ 𝒇𝟎 

 حيث ايزا 2∆ عمى يشظبق وىحا
𝒇
𝟐

=  𝟏 + ∆ 
𝟐
𝒇𝟎 

  فأن وىكحا
𝒇
𝒏

=  𝟏 + ∆ 
𝐧
𝒇𝟎                                                  ∗∗  

 عمى نحرل )**( في القؾس وبقػ
 

∆𝑛𝑓0 ∗∗∗ +…..+𝑓𝑛 = 𝑓0 + 𝑛∆𝑓0 +
𝑛 𝑛−1 

2!
∆2𝑓0 +

𝑛 𝑛−1  𝑛−2 

3!
∆3𝑓0 

 عشج الجالة عؽ معمؾمات باستخجام 𝑥𝑛 الشقظة عشج 𝑓 الجالة قيسة نجج ان يسكؽ انشا تبيؽ )***( الريغة
𝑥0 .فقط 
𝑛 بتبجيل فشقؾم والسؾجبة الدالبة الكدؾر فييا بسا الشقاط جسيع لتذسل الريغة ىحه تعسيؼ وان = 1,2… 

 s بجلالة )***( الريغة فتربح s بــ
 

= 𝑓0 + 𝑠∆𝑓0 +
𝑠 𝑠 − 1 

2!
∆2𝑓0 +

𝑠 𝑠 − 1  𝑠 − 2 

3!
∆3𝑓0 + ⋯ 2 
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𝑠 =
𝑥𝑛 − 𝑥0

ℎ
, ℎ = ∆𝑥 

  Pn 𝑥بــ ليا ونخمد الامامية لمفخوق  نيؾتؽ بحجودية (2) الريغة ندسي
 

 لاكخانج حجود متعجدة :2 تعخيف
,𝑥0 تكان اذا 𝑥1, … . 𝑥𝑛 عجدىا مختمفة أعجاد (n+1) و𝑓 فإن الأعجاد ىحه عشج معظاة قيستيا دالة 

  كسايمي تعظى لانكخانج حجود كثيخة

𝑃 𝑥 = 𝑓 𝑥0 𝐿𝑜 𝑥 + 𝑓 𝑥1 𝐿1 𝑥 … . 𝑓 𝑓 𝑥𝑛 𝐿𝑛 𝑥 =  𝑓 𝑥𝑘 𝐿𝑘 𝑥     3 

𝑛

𝑘=0

 

 
  تكؾن  عشجما

=
 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 …  𝑥 − 𝑥𝑘−1

  𝑥 − 𝑥𝑘+1 …  𝑥 − 𝑥𝑛  

 𝑥𝑘 − 𝑥0  𝑥𝑘 − 𝑥1 …  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1   𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 …  𝑥𝑘 − 𝑥𝑛 
 

 

 
 𝑥 − 𝑥𝑖 

 𝑥𝑘 − 𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0
𝑖≠𝑘

   . 𝐾 = 0,1… . 𝑛𝑘 

𝒌 لتكن = 𝟎, 𝟏,…𝒏 

 



 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 الثاني الفرل
 الجاخمي الاستكمال
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  لاجرانج حجود وكثيرة الجاخمي لاستكمالا-1 
 بجيمة. طخائق إلى حاجة فيشاك الجاخمي، للاستكسال مشاسبة تايمؾر حجود كثيخات تكؽ لؼ ؽلس 
 عمى معيشة نقاط تؾصيف خلال مؽ بديؾلة تحجد لمتقخيب حجود كثيخات عمى الفرل ىحا في ونحرل

 . الدظح
,x0  مختمفة نقاط عبخ تسخ   واحج الختبة مؽ حجود كثخة تحجيج ذكمةم إن  y0  و  x1, y1  ىي 

= 𝑓 𝑥0 حيث ٬ f الجالة تقخيب عشج نفديا 𝑦0 و 𝑓  𝑥
1
 = 𝑦1  بجاية الجاخمي الاستكسال خلال مؽ 

  الجوال نعخف
  1 الختبة مؽ حجود بكثيخة
  الجوال نعخف بجاية

𝐿
1
 𝑥 =

𝑥−𝑥0

𝑥1−𝑥0
= 𝐿0 𝑥 و  

𝑥−𝑥1

𝑥0−𝑥1
 

 
  نعخف ثؼ ومؽ

𝑃 𝑥 = 𝐿0 𝑥 𝑓 𝑥0 + 𝐿1 𝑥 𝑓 𝑥1  
= 𝐿1 𝑥1 إن وحيث = 𝐿0 𝑥0 و 1 1 , L0 𝑥1 = 0, 𝐿1 𝑥0 = 0 
= 𝑃 𝑥0        لجيشا يكؾن  1 . 𝑓 𝑥0 + 0 . 𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥0 = 𝑦0  

= 𝑃 𝑥1                  و 0 . 𝑓 𝑥0 + 1 . 𝑓 𝑥1 + 𝑓 𝑥1 = 𝑦1 
�𝑥) اعبخى تسخ التي الؾحيجة الخظية .الجالة ىي 𝑃 فان وبحلػ 

0
 , 𝑦

0
, 𝑥1   و ( 𝑦1

 لتعسيؼ 
 مؽ n+1 بعجد وتسخ n عؽ لاتديج رتبتيا حجود خةكثي انذاء نجرس الخظي الجاخمي الاستكسال مفيؾم
, 𝑥0  الشقاط 𝑓 𝑥0  ,  𝑥1 , 𝑓 𝑥1  … ,  𝑥𝑛, 𝑓 𝑥𝑛    دالة انذاء الى الحالة ىحه في نحتاج 

𝐿𝑛,𝑘 𝑥  ، 𝑘 = 0,1,… , 𝑛 كؾن  خاصية مع Ln,𝑘 𝑥𝑖 = = 𝐿𝑛,𝑘 𝑥𝑘 عشجما  0 𝑖 و 1 ≠ 𝑘 
= 𝐿𝑛,𝑘 𝑥𝑖 ولتحقيق 𝑖 لكل 0 ≠ 𝑘 ، بدط تزسيؽ الامخ يتظمب 𝐿𝑛,𝑘 𝑥  لمسقجار 

  𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 …  𝑥 − 𝑥𝑘−1  𝑥 − 𝑥𝑘+1 …  𝑥 − 𝑥𝑛  
= 𝐿𝑛,𝑘 𝑥𝑘 ولتحقيق 𝑥 عشج السقجار ىحا يداوي  أن يجب  𝐿𝑛,𝑘 𝑥  بدط فإن ، 1 = 𝑥𝑘 وعشجئح  

𝐿𝑛,𝑘 𝑥 =
 𝑥 − 𝑥0 …  𝑥 − 𝑥𝑘−1  𝑥 − 𝑥𝑘+1 …  𝑥 − 𝑥𝑛 

 𝑥𝑘 − 𝑥0 …  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 …  𝑥𝑘 − 𝑥𝑛 
 

 ىحه الحجود كثيخة وتجعى .Ln,k صيغة ماعخفت إذا الجاخمي الاستكسال حجود كثيخة تؾضيح الديؾلة مؽ
  " polynomial interpolating Lagrange nth الجاخمي الاستكسال الشؾني انجلاجخ  حجود "كثيخة

 الآتية. السبخىشة ضسؽ وتعخيفيا
 

 Interpolation and the lagrange Polynomial 
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xكانت اذا /1 مبرهنة
0
, x

1
, … . , x

n
𝑛عجدىا مختمفة اعجادا    +  عشج معظاة قيسيا دالة f كانت و   1

 وتحقق ،n عؽ يارتبت تديج لا P(x) وحيجة حجود كثيخة يؾجج فإنو الاعجاد، ىـحه
𝑘 = 0,1,… . , 𝑛 لكل 𝑓 𝑥𝑘 = 𝑃 𝑥𝑘  

 ىي ىحه الحجود كثخة

𝑃 𝑥 = 𝑓 𝑥0 𝐿𝑛,0  𝑥 + ⋯ + 𝑓 𝑥𝑛 𝐿𝑛,𝑛  𝑥 =  𝑓 𝑥𝑘 𝐿𝑛,𝐾  𝑥        1 

𝑛

𝑘=0

 

𝑘  لكل ان حيث =  0,1,… ……𝑛 لجيشا  

𝐿𝑛,𝐾  𝑥 =
 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 …  𝑥 − 𝑥𝑘−1

  𝑥 − 𝑥𝑘+1 …  𝑥 − 𝑥𝑛  

 𝑥𝑘 − 𝑥0  𝑥𝑘 − 𝑥1 …  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1   𝑥𝑘 − 𝑥𝑛 …  𝑥𝑘 − 𝑥𝑛 
 

=  
 𝑥 − 𝑥𝑖 

 𝑥𝑘 − 𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0
𝑖≠𝑘

 

𝐿𝑘  بريغة  𝐿𝑛,𝑘 𝑥سشكتب   𝑥  درجتو بذأن مذكمة اي جيؾج لا حيشسا لمديؾلة . 
x2  ( الشقاط أو ) الأعجاد باستخجام /1مثال  =  4, x1 =  2.5 , x0 =  حجود كثيخة ايجاد فان 2 

= f xلـ الثاني الجاخمي الاستكسال  1/x  الحجود كثيخات معاملات تحجيج مشا يتظمب  x)L1  x  , L0  

 , 𝐿2 𝑥  الستجاخمة  الريغة  وفق وىي 

𝐿0 𝑥 =
 𝑥 − 2.5  𝑥 − 4  

 2 − 2.5  2 − 4 
=  𝑥 − 6.5 𝑥 + 10 

𝐿1 𝑥 =
 𝑥 − 2  𝑥 − 4 

 2.5 − 2  2.5 − 4 
=

 −4𝑥 + 24 𝑥 − 32

3
 

𝐿
2
 𝑥 =

 𝑥 − 2  𝑥 − 2.5  

 4 − 2  4 − 4.25 
=

 𝑥 − 4.5 𝑥 + 5

3
 

 وحيث إن
𝑓 𝑥2 = 𝑓 4 = = 𝑓 𝑥1 و 0.25 𝑓 2.5 = 0.4 ، 𝑓 𝑥0 = 𝑓 2 = 0.5 

 

=  f 𝑥2 ان وحيث  f 4  = =  f 𝑥1 و 0.25 f  2.5  =  0.4 , f 𝑥0  = f 2 = 0.5 
 لجيشا يكؾن 

𝑃  𝑥  =  𝑓 𝑥𝑘   𝐿𝑘  𝑥 

2

𝑘=0

 

= 0.5  𝑥 − 6.5 𝑥 + 10 + 0.4
 −4𝑥 + 24 𝑥 − 32

3
+ 0.25

 𝑥 − 4.5 𝑥 + 5

3
 

        =  0.05𝑥 − 0.425 𝑥 + 1.15 
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= 𝑓 3 الى والتقخيب 
1

3
≅ 𝑓 3 سيكؾن    𝑝 3 = 0.325. 

 حجود كثيخة خلال مؽ دالة تقخيب في الجاخل الخظأ حج أو الستبقي الحج حداب ىي الآتية الخظؾة
  الآتية. السبخىشة في ذلػ أجخي  لقج داخل. استكسال
,𝑥0  أن افتخض /2 مبرهنه 𝑥1, …… . , 𝑥𝑛  تخةلفا في مختمفة عجادأ [a,b] f ∈ Cn+1 . لكل عشجئح  x

  يحقق a,b) ( الفتخة في ( معمؾم غيخ يكؾن  ما )عادةx)) ξ عجد يؾجج [a,b] لمفتخة تسييش

𝑓 𝑥 = 𝑝 𝑥 +
𝑓𝑛+1 𝜉 𝑥  

 𝑛 + 1 !
 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 …  𝑥 − 𝑥𝑛         2  

 مؽ ةالشاتج f (1.5)  لـ التقخيبات وستقارن  مختمفة. نقاط عشج الجالة قيؼ ( 1 ( ججول يتزسؽ /2 مثال
 خظية حجود كثيخة أندب فإن 1.6 و 1.3  بيؽ ما تقع 1.5  إن وحيث . السختمفة لاجخانج حجود كثيخات
 ىي1.5   عشج الجاخمي الاستكسال حجود كثيخة وقيسة x1 = 1.6 و x0 1.3=  تدتخجم

𝑃
1
 1.5 =

 1.5 − 1.6 

 1.3 − 1.6 
𝑓 1.3 +

 1.5 − 1.3 

 1.6 − 1.3 
𝑓 1.6  

=
 1.5 − 1.6 

 1.3 − 1.6 
 0.6200860 +

 1.5 − 1.3 

 1.6 − 1.3 
 0.4554022 = 0.5102968 

 باستخجام إحجاىسا2  الختبة مؽ الحجود كثيخات مؽ اثشتيؽ استخجام قبؾل ويسكؽ
   𝑥2 = 1.9 , x0  =  1.3 ,  x1 =   تعظي التي 16 

𝑃
𝟐
 1.5 =

 1.5 − 1.6  1.5 − 1.9 

 1.3 − 1.6  1.3 − 1.9 
 0.6200860 

+
 1.5 − 1.3  1.5 − 1.9 

 1.6 − 1.3  1.6 − 1.9 
 0.4554022 

+
 1.5 − 1.3  1.5 − 1.6 

 1.9 − 1.3  1.9 − 1.6 
 0.2818186 = 0.5112857 

𝑥0 باستخجام والاخخى   = 1.0 , 𝑥1 = 1.3 , 𝑥2 = =  𝑃2 1.5 ،تعظي  1.6

  باستخجام اأحجاىس ايزا الثالثة الختبة حالة الحجود لكثيخة مقبؾلان خياران ويؾجج 0.5124715
 𝑥0  = 13 , 𝑥1 = 1.6, 𝑥2 = 1.9 , 𝑥3 =  استخجام خلال مؽ الاخخ عمى ونحرل 2.2

  𝑥0  = 1.0 , 𝑥1  =  1.3 , 𝑥2  = 1.6 , 𝑥3 = =   P3  1.5  وتعظي ،1.9  0.5124715  
x1 ومع . جسيعيا الججول مجاخلات الخابعة الختبة مؽ لاجخانج حجود كثيخة وتدتخجم = 1.3 , x2 =

 1.6 , x3 = 1.9 , x4 = 2.2 
= 𝑃4 1.5  ىؾ  التقخيب فإن ,  𝑃3 1.5  ان وحيث 0.5118200 𝑃3 1.5 , 𝑃4  1.5   تتفق 

2 ضسؽ جسيعيا ×  يكؾن  أن ونتؾقع . التقخيبات ىحه دقة مؽ الختبة ىحه نتؾقع فإنشا الؾحجات مؽ  10−5
𝑃 السؾجؾدة البيانات أغمب يدتخجم لكؾنو اأيز دقة التقخيبات أكثخ . 
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 1.5  عشج وقيستيا صفخ الختبة مؽ الاول الشؾع مؽ بيديل دالة ىي تقخيبيا يرجد نحؽ التي والجالة
  ىي لمتقخيبات الجقيقة الرؾرة فإن لحا  0.5228277 وىي معمؾمة

 لـ الحقيقية القيسة عؽ ماتمعمؾ  لجيشا تكؽ لؼ أنو الأ التقخيب ىؾ  𝑃3 1.5  أن مؽ الخغؼ وعمى 
 (1.5)fنقبل يجعمشا مسا  P4 1.5  أن الجالة حؾل البيانات اغمب يتزسؽ لكؾنو تقخيب أحدؽ أنو عمى 

 الخابعة السذتقة عؽ معمؾمات تؾفخ لعجم ىشا تظبيقو لايسكؽ (2) السبخىشة ضسؽ السذتق لاجخانج خظأ حج
 . عسؾما الحالة ىي ىحه الحظ ولدؾء f لـ

 كثيخة رتبة فإن وأخيخا الخظأ حج تظبيق صعؾبة في الجاخمي لاجخانج استكسال صعؾبة تكسؽ ظة/ملاح
 أن ىؾ الستبع والاجخاء . الحدابات تحجد حتى عسؾما معخوفة لاتكؾن  محجدة لجقة السظمؾبة الحجود
 ثالالس في أجخي  وقج مقبؾل تؾافق عيؾر حتى الحجود كثيخات مختمف مؽ السدتخمرة الشتائج نحدب
 لا الثانية الحجود كثيخة خلال مؽ التقخيب حداب في السشجد العسل فإن حال أي وعمى أيزا. الدابق

 الثالث يكؾن  عشجما أسيل ليذ الخابع التقخيب ايجاد وان الثالث التقخيب لحداب السظمؾب العسل يقمل
  .أكبخ لسدايا دابقةال الحدابات يدتخجم بأسمؾب التقخيب حجود كثيخات سشذتق والآن وىكحا معمؾما
, x0 عمى معخفة دالة f ليكؽ /2 تعريف x1, x2, . . . , xn  أن وافتخض 𝑚1, 𝑚2, …𝑚𝑘 عؽ عبارة k 

0  حيث السختمفة الرحيحة الاعجاد مؽ ≤  mi  ≤ n لكل  i. تداوي  التي لاجخانج حجود لكثيخة سشخمد 
 f(x) شجع k القيؼ مؽ  𝑥𝑚1  , 𝑥𝑚2 , … 𝑥𝑚𝑘  بالخمد𝑝𝑚1,𝑚2

 , …… ………… . .𝑚𝑘 𝑥    
𝑥0 كان إذا /3 مثال = 1 ,  𝑥1 = 2 , 𝑥2 = 3 ,  𝑥3 = 4 ,  𝑥4  = = 𝑓 𝑥و  6  𝑒𝑥  فإن 

 𝑃1,2,4 𝑥 مع تتؾافق التي الحجود كثيخة    𝑥 f عشج x1 = 2, x2 = 3 , x4 =   أن أي 6
  متكخرا تؾليجا لاجخانج حجود كثيخة تقخيبات لتؾليج طخيقة الاتية الشتيجة تؾضح
𝑥𝑖 عشج معخفة f الجالة لتكؽ /3  مبرهنة , 𝑥𝑗 , 𝑥0 , 𝑥1, … 𝑥𝑘  السحجسؾعة ىحه في مختمفيؽ عجديؽ 
  عشجئح

𝑝 𝑥 =
 𝑥 − 𝑥𝑗 𝑃0,1,..,𝑗−1.𝑓+1,…,𝑘 𝑥 −  𝑥 − 𝑥𝑖 𝑃0,1,…,1−𝑖,𝑖+1,…,𝑘 𝑥 

 𝑥𝑖 − 𝑥
𝑗
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 Divided  Differencesالفروقات المنقدمة    -2

عالية عشج الاستخجم الاستكسال الجاخمي السكخر لتؾليج تقخيبات كثيخة حجود بشجاح ومؽ الختبة  
ات تؾليج الحجود نقظة محجدة. وتدتخجم طخائق الفخق السشقدؼ السظخوحة ضسؽ ىحا الفرل وبشجاح لكثيخ 

 نفديا. وستكؾن معالجتشا لظخائق الفخق السشقدؼ مخترخة؛

عشج الاعجاد السسيدة  𝑓كثيخة حجود لاجخانج الشؾنية والستؾافقة مع الجّالة   𝑃𝑛 𝑥افتخض أن  
𝑥0𝑥1, … , 𝑥𝑛 خة ان تسثيلات جبخية بجيمة تكؾن مفيجة في حالات معيشة. عمى الخغؼ مؽ وحجانية كثي

,𝑥0𝑥1السشقدسة بالشدبة إلى 𝑓 الحجود ىحه، تدتخجم فخوقات … , 𝑥𝑛  لمتعبيخ عؽ𝑃𝑛 𝑥   بالريغة 

𝑃𝑛 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑥 − 𝑥0 + 𝑎2 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 + … 

+𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 …  𝑥 − 𝑥𝑛−1                 1  
,𝑎0مشاسبة  لثؾاب 𝑎1, … … , 𝑎𝑛   

عشج   𝑃𝑛 𝑥فإن حداب   1 بريغة   𝑃𝑛 𝑥لاحظ أنو إذا كتب  𝑎𝑛ولتحجيج اول ىحه الثؾابت  
𝑎𝑛  يتخك فقط الحج الثابت𝑎𝑛 ؛ أي أن 

𝑎𝑛 = 𝑃𝑛 𝑥0 = 𝑓 𝑥0  
ج  𝑃𝑛 𝑥وبالسثل، عشج حداب  ىي حجود الثؾابت   𝑃𝑛 𝑥1فخية في حداب ، فالحجود اللاص 𝑥1عش

 والحجود الخظية

𝑓 𝑥0 + 𝑎1 𝑥1 − 𝑥0 = 𝑃𝑛 𝑥1 = 𝑓 𝑥1  
𝑎1وبحلػ  =

𝑓 𝑥1 −𝑓 𝑥0 

𝑥1−𝑥0
                                                   

(2) 

ويخمد إلى الفخق السشقدؼ الرفخي  2∆الحي يذبو تعبيخ أيتكؽ  ونقجم الآن تعبيخ الفخق السشقدؼ 
zeroth divded difference  لمجالة𝑓  بالشدبة إلى𝑥𝑖  بالخمد𝑓 𝑥𝑖  وىؾ عبارة عؽ قيسة ،𝑓   عشج

𝑥𝑖. 

𝑓[𝑥𝑖] = 𝑓 𝑥𝑖  
(3) 
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ويخمد إليو بـ  𝑥𝑖+1و  𝑥𝑖بالشدبة إلى  𝑓ول لـوبقية الفخوقات السشقدسة تعخف استقخائيا ، فالفخق السشقدؼ الأ
𝑓 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1  : ويعخف بالريغة 

𝑓[𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1] =
𝑓[𝑥𝑖+1] − 𝑓[ 𝑥𝑖 ]

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
 

(4) 

𝑓[𝑥𝑖والفرق المنمسم الثاني  , 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2] :يعرف بالصيغة 

𝑓[𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2] =
𝑓[𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2] − 𝑓[ 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1 ]

𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖
 

𝑘 وبنفس الطريمة، بعد أن تحدد أول  −  من الفرولات المنمسمة   1

𝑓[ 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2, … , 𝑥𝑖+𝑖,𝑥𝑖+𝑖 ] و 𝑓[𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2, … , 𝑥𝑖+𝑖 − 𝑖] 

,𝑥𝑖,𝑥𝑖+1 نسبة الى  𝑘فإن الفروق المنمسم من الرتبة  𝑥𝑖+2 … , 𝑥𝑖+𝑘  يعطي بالصيغة  

𝑓[𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1 … . , 𝑥𝑖 + 𝑖 − 𝑥𝑖 + 𝑘] =
𝑓[𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2, … 𝑥𝑖+𝑘] − 𝑓[ 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑖+𝑘−1 ]

𝑥𝑖+𝑘 − 𝑥𝑖
 

(5) 

 وهو  𝑛عملية مع الفرق منمسم واحد من الرتبة وتنتهي ال

𝑓[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛] =
𝑓[𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛] − 𝑓[𝑥0, 𝑥1, … 𝑥𝑛 − 1]

𝑥𝑛 − 𝑥0
 

,𝑓 𝑥0( على الصورة 2مع هذه الصيغة، يمكن تكرار صياغة )  𝑥1 =   𝑎1 وتوجد كثيرة ،

 (1ي الصيغة )حدود استكمال داخلي ف

𝑃𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥0 + 𝑓 𝑥0, 𝑥1  𝑥 − 𝑥0 + 𝑎2 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 + ⋯

+ 𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 …  𝑥 − 𝑥𝑛−1  

 ، فإن الثوابت المطلوبة هي :𝑎1و  𝑎0ووفك المتولع من حساب 

𝑎𝑘 = 𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘] 
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 1 ججول
 𝒙 𝒇[𝒙] الفروق المنقدمة الثالثة الفروق المنقدمة الثانية الفروق المنقدمة الاولى 

𝒙𝟎 
𝒙𝟏 
𝒙𝟐 
𝒙𝟑 
𝒙𝟒 
𝒙𝟓 

𝒇[𝒙𝟎] 
 𝒇[𝒙𝟏] 
𝒇[𝒙𝟐] 
𝒇[𝒙𝟑] 
𝒇[𝒙𝟒] 
𝒇[𝒙𝟓] 
 

𝒇[𝒙𝟎, 𝒙𝟏] =
𝒇[𝒙𝟏] − 𝒇[𝒙𝟎]

𝒙𝟏 − 𝒙𝟎
 

𝒇[𝒙𝟏, 𝒙𝟐] =
𝒇[𝒙𝟐] − 𝒇[𝒙𝟏]

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
 

𝒇[𝒙𝟐, 𝒙𝟑] =
𝒇[𝒙𝟑] − 𝒇[𝒙𝟐]

𝒙𝟑 − 𝒙𝟐
 

𝒇[𝒙𝟑, 𝒙𝟒] =
𝒇[𝒙𝟒] − 𝒇[𝒙𝟑]

𝒙𝟒 − 𝒙𝟑
 

𝒇[𝒙𝟒, 𝒙𝟓] =
𝒇[𝒙𝟓] − 𝒇[𝒙𝟒]

𝒙𝟓 − 𝒙𝟒
 

𝒇[𝒙𝟎, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑] =
𝒇[𝒙𝟏, 𝒙𝟐] − 𝒇[𝒙𝟎, 𝒙𝟏]

𝒙𝟐 − 𝒙𝟎
 

𝒇[𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑] =
𝒇[𝒙𝟐, 𝒙𝟑] − 𝒇[𝒙𝟏, 𝒙𝟐]

𝒙𝟑 − 𝒙𝟏
 

𝒇[𝒙𝟐, 𝒙𝟑, 𝒙𝟒] =
𝒇[𝒙𝟑, 𝒙𝟒] − 𝒇[𝒙𝟐, 𝒙𝟑]

𝒙𝟒 − 𝒙𝟐
 

𝒇[𝒙𝟑, 𝒙𝟒, 𝒙𝟓] =
𝒇[𝒙𝟒, 𝒙𝟓] − 𝒇[𝒙𝟑, 𝒙𝟒]

𝒙𝟓 − 𝒙𝟑
 

𝒇[𝒙𝟎, 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑] =
𝒇[𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑] − 𝒇[𝒙𝟎, 𝒙𝟏, 𝒙𝟐]

𝒙𝟑 − 𝒙𝟎
 

𝒇[𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑, 𝒙𝟒] =
𝒇[𝒙𝟐, 𝒙𝟑, 𝒙𝟒] − 𝒇[𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑]

𝒙𝟒 − 𝒙𝟎
 

𝒇[𝒙𝟐, 𝒙𝟑, 𝒙𝟒, 𝒙𝟓] =
𝒇[𝒙𝟑, 𝒙𝟒, 𝒙𝟓] − 𝒇[𝒙𝟐, 𝒙𝟑, 𝒙𝟒]

𝒙𝟓 − 𝒙𝟎
 

 

𝑘لكل  = 0,1… . , 𝑛   وبحلػ يسكؽ اعادة كتابة𝑃𝑛 𝑥  بالريغة 

 

,𝑓[𝑥0وقيسة  𝑥1, … . , 𝑥𝑘]  مة عؽ تختيب الأعجاد مدتق𝑥0, 𝑥1, … . , 𝑥𝑘 ، إن تؾليج الفخوقات السشقدسة
ويسكؽ تحجيج اثشيؽ مؽ الفخوقات السشقدسة الخابعة ، وفخق مشقدؼ خامذ مؽ ىحه  (1مبيؽ في ججول )

 .أيزا البيانات

 1مثال

 
 ىي الحجود وكثيخة الججول. في القظخ ضسؽ داخمي استكسال حجود كثيخة معامل إن 

 𝑃4 𝑥 = 0.7651977 − 0.4837057 𝑥 − 1.0 − 0.1087339 𝑥 − 10  𝑥 − 1.3  

𝑖 𝑥𝑖 𝑓[𝑥𝑖] 𝑓[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] 𝑓[𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]] 𝑓[𝑥𝑖−3, … , 𝑥𝑖] 𝑓[𝑥𝑖−4, … , 𝑥𝑖] 
0 1.0 0.7651977     
   0.4837057-    
1 1.3 0.6200860  0.1087339-   
   0.5489460-  0.0658784  
2 1.6 0.4554022  0.0494433-  0.0018251 
   0.5786120-  0.0680865  
3 1.9 0.2818186  .01181830   
   0.5715210-    
4 2.2 0.1103623     

𝑃𝑛 𝑥 = 𝑓 [𝑥0] +  𝑓[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑘][𝑥 − 𝑥0]… [𝑥 − 𝑥𝑘−1]     6 

𝑛

𝑘=1
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+0.0658784 𝑥 − 1.0  𝑥 − 1.3  𝑥 − 1.6  
+0.001825 𝑥 − 1.0  𝑥 − 1.3  𝑥 − 1.6  𝑥 − 1.9  

= 𝑃4 1.5  القيسة ان لاحظ  ،(1.3) السثال مؽ (1.3) الفرل في والشتيجة تتفق 0.5118200
 أيزا . نفديا الحجود كثيخة ليسا يكؾن  أن ويجب

 i=0 عشجما (8.3) الريغة في تظبق الؾسظى القيسة مبخىشة إن

𝑓[𝑥0, 𝑥1] =
𝑓 𝑥1 − 𝑓 𝑥0 

𝑥1 − 𝑥0
 

,𝑓[𝑥0 فإن ،`𝑓 وجؾد عشج أنو إلى لتذيخ 𝑥1] = 𝑓` 𝜉    ما لعجد ξ مابيؽ  𝑥
1
, 𝑥

0
 السبخىشة تعسل 

 الشتيجة. ىحه تعسيؼ عمى الآتية
𝑓 لتكؽ /1 مبرهنة ∈ 𝑐𝑛[𝑎, 𝑏] ولتكؽ 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛   لمفتخة تشتسي مختمفة أعجادا [𝑎, 𝑏]. عشجئح 

ξ حيث ξ عجد يؾجج ∈  𝑎, 𝑏  يكؾن  بحيث معمؾم( غيخ )عادة  

𝑓[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛] =
𝑓𝑛 𝜉 

𝑛!
 

,𝑥0 عشجما مبدظة بريغة السشقدؼ لمفخق  نيؾتؽ صيغة وضع يسكؽ 𝑥1, … , 𝑥𝑛 التؾالي عمى مختبة 
ℎ الريغة نقجم الحالة ىحه في متداوية. بسدافات = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 لكل 𝑖 = 0,1,… , 𝑛 −  ونجع 1

𝑥 = 𝑥0 + 𝑠ℎ . الفخق  كتابة يسكؽ لحا 𝑥 − 𝑥𝑖 بريغة 𝑥 − 𝑥𝑖 =  𝑠 − 𝑖 ℎ.   فالريغة وأخيخا 
  تربح (10.3)

𝑃𝑛 𝑥 = 𝑃𝑛 𝑋0 + 𝑠ℎ = 𝑓[𝑥0] + 𝑠ℎ𝑓[𝑥0, 𝑥1] + 𝑠 𝑠 − 1 ℎ2𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] + ⋯ 
+𝑠 𝑠 − 1 …  𝑠 − 𝑛 + 1 ℎ"𝑓[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛] 

= 𝑓[𝑥0] +  𝑠 𝑠 − 1 …  𝑠 − 𝑘 + 1 ℎ𝑘𝑓[𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑘]

𝑛

𝑘=1

 

  الحجيؽ ذات صيغة وبأستخجام

 
𝑠

𝑘
 =

𝑠 𝑠 − 1 …𝑠 − 𝑘 + 1

𝑘!
 

 الآتية: الرؾرة وعمى مجمج نحؾ عمى  𝑃𝑛 𝑥 عؽ الريغة كتابة ندتظيع

𝑃𝑛 𝑥 = 𝑃𝑛 𝑥0 + 𝑠ℎ = 𝑓[𝑥0] +   
𝑠

𝑘
 𝑘! ℎ𝑘𝑓[𝑥0, 𝑥𝑖  , … , 𝑥𝑘]      7 

𝑛

𝑘=1

 

𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛 𝑓𝑜𝑟𝑤𝑎𝑟𝑑 الأمامي لمفخق  نيؾتؽ صيغة إن − 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 باعتساد تُشذأ 
Δ أيتكؽ طخيقة في تشاولشاه الحي Δ الأمامي الفخق  تعبيخ

 الريغة ىحه ومع . 2

𝑓[𝑥0, 𝑥1] =
𝑓 𝑥1 − 𝑓 𝑥0 

𝑥1 − 𝑥0
=

1

ℎ
Δ𝑓 𝑥0  

𝑓[𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] =
1

2ℎ
*
Δ𝑓 𝑥1 − Δ𝑓 𝑥0 

ℎ
+ =

1

2ℎ2
Δ

2
𝑓 𝑥0  
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  وعسؾما  
𝑓[𝑥0, 𝑥1, … 𝑥𝑘] =

1

𝑘! ℎ𝑘
Δ𝑘𝑓 𝑥0  

𝑓[𝑥0] إن وحيث = 𝑓[𝑥0]. الآتية الريغة الي (7) فالريغة : 
𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛 𝐹𝑜𝑟𝑤𝑎𝑟𝑑 الامامي لمفخق  نيؾتؽ صيغة − 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 𝐹𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 

𝑃𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥0 +   
𝑠

𝑘
 

𝑛

𝑖=1

Δ𝑘𝑓 𝑥0                          12.3  

𝑛=0{𝑃𝑛} الستتالية لجيشا كان إذا / 1 تعريف
 (،𝑛𝑎𝑏𝑙𝑎 𝑃𝑛 )يقخأ Pn∇ بالخمد الستخاجع مفخق ل فشخمد ∞

𝑛 حيث ≥ Pn∇لكل1 = 𝑃𝑛 − 𝑃𝑛−1 
 كلآتي: إرجاعيا   العميا القؾى  وتعخف

𝑘 ≥ 𝑘𝑃𝑛∇ لكل2 = ∇ ∇𝑘−1𝑃𝑛   
 إلى 1 تعخيف يؤدي

𝑓[𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1] =
1

ℎ
∇𝑓 𝑥𝑛 ,   𝑓[𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1 , 𝑥𝑛−2] =

1

2ℎ2
∇2𝑓 𝑥𝑛  

  وعسؾما  
𝑓[𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1, … , 𝑥𝑛−𝑘] =

1

𝑘! ℎ𝑘
∇𝑘𝑓 𝑥𝑛  

  وأخيخا  

𝑃𝑛 𝑥 = 𝑓[𝑥𝑛] +  ∇𝑓 𝑥𝑛 +
   + 1 

2
∇2𝑓 𝑥𝑛 + ⋯

+
   + 1 …   + 𝑛 − 1 

𝑛!
 ∇𝑛𝑓 𝑥𝑛  

  يجعل جسيعياs قيؼ تذسلل الحجيؽ ذات صيغة وسعشا واذا

 
− 

𝑘
 =

−  − − 1 …  − − 𝑘 + 1 

𝑘!
=  −1 𝑘

   + 1 …   + 𝑘 − 1 

𝑘!
 

  فإن
𝑃𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥𝑛 +  −1 1  

− 

1
 ∇𝑓 𝑥𝑛 +  −1 2  

− 

2
 ∇2𝑓 𝑥𝑛 + ⋯

+  −1 𝑛  
− 

𝑛
 ∇𝑛𝑓 𝑥𝑛  

 الآتية: الشتيجة تعظي
−  𝑛  𝑎 𝑘 𝑎      الستخاجع لمفخق  ؾتؽني صيغة  𝑖𝑓𝑓   𝑛   𝑓     𝑎 

𝑃𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥𝑛 +   −1 𝑘  
− 

𝑘
 ∇𝑘𝑓 𝑥𝑛                                   8 

𝑛

𝑘=1
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 3 ججول
 السشقدسة الفخوق  الثالثة السشقدسة الفخوق  الثانية السشقدسة الفخوق  الاولى السشقدسة الفخوق   

 الخابعة
1.0 0.7651977     

  0.4837057-    
1.3 0.6200860  0.1087339-   

  0.5489460-  0.0658784  
1.6 0.4554022  0.0494433-  0.0018251 

  0.5786120-  0.0680685  
1.9 0.2818186  0.0118183   

  0.5715210-    
2.2 0.1103623     

 4 ججول
 السشقدسة الفخوق  الثالثة السشقدسة الفخوق  الثانية السشقدسة الفخوق  الاولى السشقدسة الفخوق   

 الخابعة
1.0 0.7651977     

  0.4837057-    
1.3 0.6200860  0.1087339-   

  0.5489460-  0.0658784  
1.6 0.4554022  0.0494433-  0.0018251 

  0.5786120-  0680685.0  
1.9 0.2818186  0.0118183   

  0.5715210-    
2.2 0.1103623     

ℎ باستخجام والريغة = 0.3, 𝑥0 = 1.6,  = −
1

3
 تربح 

𝑓 1.5 = 𝑃4 (1.6 + (−
1

3
)  0.3 ) 

= 0.4554022 +  −
1

3
  

0.3

2
   −0.5489460 +  −0.5786120  

+ (−
1

3
)

2

 0.3 2 −0.0494433  

+
1

2
(−

1

3
)((−

1

3
)

2

− 1)  0.3 3 0.0658784 + 0.0680685  
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+ (−
1

3
)

2

((−
1

3
)

2

− 1)  0.3 4 0.0018251 = 0.5118200 
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 Interpolation Hermite الجاخمي هرمايت استكمال -3
 لاجخانج وكثيخات تايمؾر حجود كثيخات تعسؼ Polynomials Osculating التحبحب حجود كثيخات 

𝑛 لجيشا أن فتخضلش  كميا. + , 𝑥0 السختمفة الأعجاد مؽ 1 𝑥1 , … , 𝑥𝑛 في [𝑎, 𝑏] صحيحة أعجاد مع 
, 𝑚0 سالبة غيخ 𝑚1 , … ,𝑚𝑛 و 𝑚 = max{𝑚0 ,𝑚1 , … ,𝑚𝑛}. تقخب التي التحبحب حجود كثيخة 

𝑓 الجالة ∈ 𝑐𝑚[𝑎, 𝑏] عشج 𝑥𝑖 ولكل 𝑖 = 0,… , 𝑛 تتفق كؾنيا خاصية مع رتبة بأقل حجود كثيخة يى 
 ىحه التحبحب حجود كثيخة ورتبة .𝑥𝑖 عشج 𝑚 مؽ أقل أو تداوي  الختبة مؽ كميا واشتقاقاتيا 𝑓 الجالة مع

 الأكثخ عمى تكؾن 

𝑀 =  𝑚𝑖 + 𝑛

𝑛

𝑖=0

 

𝑚𝑖  ىؾ تحققيا السظمؾب الذخوط عجد وإن  +  𝑛 + 1 𝑛
𝑖=0 الختبة ؽم حجود وكثيخة M ليا 

𝑀 +   الذخوط ىحه لشحقق استخجاميا يسكؽ التي السعاملات مؽ 1
, 𝑥0 لتكؽ /1 تعريف 𝑥1, … , 𝑥𝑛   عجدىا مختمفة أعجادا 𝑛 + ,𝑎] الفتخة الى تشتسي 1 𝑏] ، وأن 𝑚𝑖 

𝑖 و ،𝑥𝑖 يقابل سالب غيخ صحيح عجد = 0,1,… , 𝑛 أن أفتخض 𝑓 ∈ 𝑐𝑚[𝑎, 𝑏] ، بحيث 
 𝑚 = max_0≤𝑖≤𝑛  تقخب التي التحبحب حجود كثيخة إن 𝑓 حجود كثيخة ىي 𝑃 𝑥  تكؾن  مع رتبة بأقل  

𝑘 = 0,1,… ,𝑚𝑖 𝑖 و  = 0,1,… . 𝑛 ولكل 𝑑
𝑘𝑃 𝑥𝑖 

𝑑𝑥𝑘
=
𝑑𝑘𝑓 𝑥𝑖 

𝑑𝑥𝑘
 

𝑛 عشجما أنو لاحظ  =  مؽ تايمؾر حجود ثيخةك ىي 𝑓تقخب التي التحبحب حجود كثيخة فإن ،0
𝑚𝑖 وحيشسا 𝑥0 عشج 𝑓 لــ 𝑚0 الختبة =  مؽ لاجخانج حجود كثيخة ىي التحبحب حجود كثيخة فإن ، i لكل 1
,𝑥0 عمى داخميًّا f  تدتكسل التي n الختبة 𝑥1, … , 𝑥𝑛. 

mi عشجما الحالة وتعظي  = 𝑖 لكل 1 = 0,1,… , 𝑛 ثيخاتك وتتفق ىخمايت. حجود كثيخات 
,𝑥0 عشج 𝑓 الجالة مع ىحه الحجود 𝑥1, … , 𝑥𝑛 محجدة ولجالة 𝑓 مذتقاتيا أن بسا ذلػ، إلى بالاضافة 
𝑥𝑖   نفدو الجالة شكل ليسا فإن ،𝑓 الجالة في ومثيلاتيا تتفق الأولى  , 𝑓 𝑥   خظؾط تؾافق واقع في 
 أن أولا   ونفتخض الحالة، ىحه عمى التساس حجود ثيخاتلك دراستشا ستقترخ ولمجالة. الحجود لكثيخة التساس
 . بالتحجيج ىخمايت حجود كثيخات صيغة تؾضح ما مبخىشة
,𝑥0 كانت إذا / 1 مبرهنة … , 𝑥𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏]و 𝑓 ∈ 𝑐1[𝑎, 𝑏] رتبة وبأقل الؾحيجة الحجود كثيخة فإن 
,𝑥0 عشج `𝑓 و 𝑓 مع الستفقة … , 𝑥𝑛 2 الختبة مؽ مايتىخ  حجود كثيخة ىي𝑛 +  الاكثخ عمى 1

𝐻2𝑛+1 𝑥 =  𝑓 𝑥𝑗 𝐻𝑛,𝑗   𝑥 +  𝑓` 𝑥𝑗 𝐻 𝑛,𝑗 𝑥 

𝑛

𝑗=0

𝑛

𝑗=0

 

= 𝐻 𝑛,𝑗 𝑥 إن حيث  𝑥 − 𝑥𝑗 𝐿𝑛,𝑗
2  𝑥  و 𝐻𝑛,𝑗 𝑥 = [1 − 2 𝑥 − 𝑥𝑗 𝐿𝑛,𝑗 𝑥𝑗 ]𝐿𝑛,𝑗

2  𝑥  
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 (1) الريغة في والسعخفة 𝑗 الختبة مؽ لاجخانج لسعامل n الختبة مؽ حجود كثيخة  𝐿𝑛,𝑗 𝑥  وتسثل
𝑓 كان إذا ، ذلػ إلى بالإضافة ∈ 𝑐2𝑛+2[𝑎, 𝑏] فإن  

𝑓 𝑥 = 𝐻2𝑛+1 𝑥 +
 𝑥 − 𝑥0 

2 …  𝑥 − 𝑥𝑛 2

 2𝑛 + 2 !
𝑓2𝑛+2 𝜉 𝑥   

 (.a,b) لفتخةا في عسؾما ( )مجيؾلة  ξ 𝑥 لبعض
  تقخيب لإيجاد (1) ججول في السؾجؾدة البيانات مع الستؾافقة ىخمايت حجود كثيخة استخجمت /1 مثال
 . 𝑓 1.5 الى

 /1 ججول
𝑘 𝑥𝑘 𝐹 𝑥𝑘  𝑓` 𝑥𝐾  
0 1.3 0.6200860 0.5220232- 
1 1.6 0.4554022 0.5698959- 
2 1.9 0.2818186 0.5811571- 

  يعظي وىحا ومذتقاتيا. لاجخانج حجود يخاتكث أولا   نحدب

𝐿2,0 𝑥 =
 𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 

 𝑥0 − 𝑥1  𝑥0 − 𝑥2 
=

50

9
𝑥2 −

175

9
𝑥 +

152

9
 , 𝐿`2,0 𝑥 

=
100

9
𝑥 −

175

9
 

𝐿
2,1

 𝑥 =
 𝑥 − 𝑥

0
  𝑥 − 𝑥

2
 

 𝑥
1

− 𝑥
0
  𝑥

1
− 𝑥

2
 

=
−100

9
𝑥

2
+

320

9
𝑥 −

247

9
 , 𝐿`2,0 𝑥 

=
−200

9
𝑥 +

320

9
 

𝐿
2,2

=
 𝑥 − 𝑥

0
  𝑥 − 𝑥

1
 

 𝑥
2

− 𝑥
0
  𝑥

2
− 𝑥

1
 

=
50

9
𝑥

2
−

145

9
𝑥 +

104

9
 , 𝐿`

2,2
 𝑥 =

100

9
𝑥 −

145

9
 

 𝐻 حجود كثيخات إن
2,𝑗

 𝑥  و 𝐻2,𝑗 𝑥  ىي 

𝐻2,0 𝑥 = [1 − 2 𝑥 − 1.3  −5 ] (
50

9
𝑥2 −

175

9
𝑥 +

152

9
)

2

 

=  10𝑥 − 12 (
50

9
𝑥2 −

175

9
𝑥 +

152

9
)

2

 

𝐻2,1 𝑥 = 1. (−
100

9
𝑥2 +

320

9
𝑥 −

247

9
)

2

 

𝐻2,2 𝑥 = 10 2 − 𝑥 (
50

9
𝑥2 −

145

9
𝑥 +

104

9
)

2

 

𝐻 2,0 𝑥 =  𝑥 − 1.3 (
50

9
𝑥2 −

175

9
𝑥 +

152

9
)

2
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𝐻 2,1 𝑥 =  𝑥 − 1.6 (
−100

9
𝑥2 +

320

9
𝑥 −

247

9
)

2

   

𝐻 2,2 𝑥 =  𝑥 − 1.9 (
50

9
𝑥2 −

145

9
𝑥 +

104

9
)

2

 

 وأخيخا  
𝐻5 𝑥 = 0.6200860𝐻2,0 𝑥 + 0.4554022𝐻2,1 𝑥 + 0.2818186𝐻2,2 𝑥 −

0.5220232𝐻 2,0  𝑥 − 0.5698959𝐻 2,1 𝑥 − 0.5811571𝐻 2,2  𝑥  

𝐻5 1.5 = 0.6200860 (
4

27
) + 0.4554022 (

64

81
) + 0.2818186 (

5

81
)

− 0.5220232(
4

405
) − 0.5698959(−

32

405
) − 0.5811571 (

−2

405
)

= 0.5118277 
 مجى لكل دقيقة نتيجة
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 interpolation spline cubic التكعيبية الذريحة ستكمالا -4
 الحجود. كثيخات مدتخجمة مغمقة فتخات ضسؽ عذؾائية دوال تقخيب عمى الدابقة لسؾاضيعا ركدت 

 يسكشو الفتخة مؽ جدء ضسؽ التحبحب ىحا ولأن متحبحبة، العميا الختبة ذات الحجود كثيخات طبيعة ولأن
 جدئية، فتخات الى الفتخة تقدديؼ عمى البجيل السشيج ويعسل ،السجى كامل ضسؽ كبيخة تحبحبات تحفيد
 )التقخيب الشؾع ىحا مؽ بجوال التقخيب ويدسى )عسؾما (. جدئية كمفتخة عشج مختمفة حجود كثيخة وإنذاء
 متقظعة( حجود بكثيخة

,𝑎] عمى معخفة 𝑓 الجالة لتكؽ  /1 تعريف 𝑏]، الشقاط عشج 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏, عشجئح 
 الآتية: الذخوط تحقق دالة ىؾ 𝑓 لمجالة S التكعيبية لمذخيحة الجاخمي الاستكسال يكؾن 

𝑗 الفتخة عمى  𝑠𝑗 𝑥 ويكتب تكعيبية، حجود كثيخة  𝑠 𝑥-أ  = 0,1,… , 𝑛 − 𝑥𝑗] لكل1 , 𝑥𝑗+1
 

𝑗-ب  = 0,1,… , 𝑛 − = 𝑆𝑗 𝑥𝑗+1 لكل 1 𝑓 𝑥𝑗+1  و 𝑆𝑗 𝑥𝑗 = 𝑓 𝑥𝑗  
𝑗-ج  = 0,1,… , 𝑛 − = 𝑆𝑗+1 𝑥𝑗+1 لكل2  𝑆𝑗 𝑥𝑗+1  
𝑗-د  = 0,1,… , 𝑛 − 𝑆 لكل2 𝑗̀+1 𝑥𝑗+1 =  𝑆 𝑗̀ 𝑥𝑗+1  
𝑗-ه  = 0,1,… , 𝑛 − = 𝑆′′𝑗+1 𝑥𝑗+1 لكل2  𝑆′′𝑗 𝑥𝑗+1  
 لحجود:ا شخوط مؽ الآتية السجسؾعات إحجى تحقق-و 
= 𝑠" 𝑥0 حجود طبيعية أو حخة .1  𝑠" 𝑥𝑛 = 0.1  . 
= 𝑆′ 𝑥𝑛 حجود متذابكة .2  𝑓′ 𝑥𝑛  و 𝑠′ 𝑥0 = 𝑓′ 𝑥0 . 
𝑎 عشج معخفة 𝑓  كانت اذا /1 مبرهنة = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏 داخميا   استكسالا   ليا فإن 
,𝑥0 الشقاط عشج s وحيجة طبيعية لذخيحة 𝑥1, … , 𝑥𝑛 الذخوط يحقق لمذخيحة ستكسالاتالا ان بسعشى 

= 𝑠′′ 𝑏 الحجودية = 𝑆′′ 𝑎 و 0 0. 
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