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  الإ٘ـــــــــــــذاء

 

إٌٝ ِٓ أزًّ أعّٗ ثىً  إٌٝ ِٓ وٍٍٗ الله ثب١ٌٙجخ ٚاٌٛلبس .. إٌٝ ِٓ ػٍّٕٟ اٌؼطبء ثذْٚ أزظبس

  افزخبس ..... ٚاٌذٞ اٌؼض٠ض

 

إٌٝ ِلاوٟ فٟ اٌس١بح .. إٌٝ ِؼٕٝ اٌست ٚإٌٝ ِؼٕٝ اٌسٕبْ ٚاٌزفبٟٔ .. إٌٝ ثغّزٟ فٟ اٌس١بح ٚعش 

 اٌٛخٛد إٌٝ ِٓ وبْ دػبئٙب عش ٔدبزٟ ٚزٕبٔٙب ثٍغُ خشازٟ إٌٝ أغٍٝ اٌسجب٠ت ...

أِٟ اٌسج١جخ    

 

.. إٌٝ ِٓ شبسوٟٛٔ زؼٓ الأَ ٚثُٙ اعزّذ ػضرٟ ٚاطشاسٞ إٌٝ ِٓ ُ٘ الشة أٌٟ ِٓ سٚزٟ .

  إخٛرٟ ٚأخٛارٟ

 

اٌٝ اٌغشاج اٌزٟ اشؼٍذ اٌذ٠بخٟ اٌسبٌىخ ِٓ ػمٍٟ اٌٝ إٌٛس اٌزٞ افبػٕٟ ػٍّبً اعزبررٟ ِٚششفخ 

 ثسثٟ

 

 

 اٌجبزث
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نتقدم بجزيل الشكر والتقدير الى الاستاذ المحترمين لما  
قدموه لنا في اربع سنوات والى كافو السادة اعضاء لجنة  

 المناقشة في قسم الرياضيات ومشرف البحث
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إلا على نفسه وعلى واحد فمط.  المسمة ، لا ٌمبل1أكبر لطعاً من  عدد طبٌعً هو [1والعدد الأول] العدد الأولً

عدد أولً لأنه لا ٌمبل هو  5عددا مؤلفا. على سبٌل المثال،  وغٌر أولً 1ٌدُعى كل عدد طبٌعً أكبر لطعاً من 

. 6وعلى  3وعلى  2، وعلى 1هو عدد مؤلف لأنه لابل للمسمة على  6، بٌنما 5وعلى  1المسمة إلا على 

عدد  نظرٌة الأعداد: كل الدور المركزي للؤعداد الأولٌة فً المبرهنة الأساسٌة فً الحسابٌات تمٌم

ما من الأعداد الأولٌة )بغض النظر عن  وحٌدة ٌساوي جُداء )ضَرب( مجموعة 1طبٌعً أكبر لطعا من  صحٌح

من لائحة الأعداد الأولٌة 1إلصاء  ترتٌب هؤلاء الأعداد داخل هذهِ المجموعة(. فإن هذهِ المبرهنة تستلزم . 

المسمة المتكررة، وتتمثل فً لسمة  لأجل تحدٌد هل العدد أولً أم لا؟ توجد طرٌمة سهلة ولكنها بطٌئة، تسمى

أخرى أكثر فعالٌة  خوارزمٌات للعدد المعٌن. توجد والجذر التربٌعً 2هذا العدد على الأعداد المحصورة بٌن 

 ندما ٌتعلك الأمر بأعداد ذات شكل من المسمة، تستعمل فً تحدٌد أولٌة الأعداد الكبٌرة، وخصوصا ع

 كأعداد مٌرسٌن الأولٌة خاص
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 الخلاصة

 

 

 :ٌتناول هذا البحث دراسة بعض جوانب الاعداد الأولٌة والذي ٌتضمن فصلٌن

 

 الاولٌة للؤعدادالفصل الاول ٌتحدث عن التشفٌر 

  

 الأولٌة_اسهل طرٌمة لمعرفة الاعداد  الأولٌةاهمٌة الاعداد _

 

 _  الأولٌةالفصل الثانً ٌتحدث عن النظرٌة الأساسٌة فً الحساب للئعداد 

 والماسم المشترن الأكبر والمضاعف المشترن الأصغر
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 (1-1)مقدمة
 

 

لمده طوٌلة اعتبرت نظرٌة الاعداد بشكل عام ودراسه الاعداد الأولٌة بشكل خاص جزءا من الرٌاضٌات البحته 

الاهتمام الذي ٌولٌه عالم الرٌاضٌات الى هذه الدراسة على سبٌل المثال العاملون  بدون أٌة تطبٌمات بإستثناء

فً نظرٌة الاعداد من أمثال عالم الرٌاضٌات البرٌطانً غودفري هارولد هاردي كانو ٌفتخرون بعملهم فً 

لن للعموم مجال لٌس لدٌه تطبٌمات عسكرٌة. ولكن هاته النظرة تحطمت فً سبعٌنات المرن العشرٌن .حٌن أع

أن الاعداد الاولٌه لد تستعمل لاعده لبناء خوارزمٌات التفشٌر باستخدام المفتاح المعلن .ٌستعمل الاعداد 

 الاولٌه اٌضأ مولدات الاعداد شبه العشوائٌة

 

 

             تشفٌر باستخدام المفتاح المعلن :      

 

 

فً مٌدان المعلومات وخاصه فً علم التعمٌه .ومن أشهر  تستعمل الاعداد الاولٌه                       

التطبٌمات التً تستعمل الاعداد الاولٌه خوارزمٌة أر إس إٌه وتبادل مفتاح دٌفً هٌلمان.تعتمد خوازرمٌة أر 

فمط xyاذا كان جداؤهماy وx إس إٌه أساسا على افتراض أن حساب جداء عددٌن صحٌحٌن معلومٌن

أولٌٌن فٌما بٌنهامعروفا)مع افتراض أنها   ) 

 

 

ألى ما لا نهاٌه بما ذلن الأرلام الأولٌة والأرلام  1،هً ارلام العد المشترن من  N الاعداد الطبٌعٌة:ورمزها#

 الزوجٌه وهً حصرأ اعداد موجبه

 

 

الاعداد الصحٌحة من غٌر الكسور سواء كانت هذه الاعداد سالبة او   تشمل كافة Z الاعداد الصحٌه :ورمزها

جبةمو  
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Wالاعداد الصحٌة والكلٌة :ورمزها ،  0،هً مجموعة الاعداد الطبٌعٌة غٌر السالبة بدءأ من الصفر، اي من 

 الى ما نهاٌة

 

تشمل الاعداد الصحٌة الموجبة والسالبة والإعداد الكسرٌة والإعداد العشرٌن، .R الاعداد الحمٌمٌة:ورمزها

 لكن بدون ارلام خٌالٌة

 

منطمٌة :ورمزهاالاعداد النسبٌة او ال  ò ,هً جمٌع الأعداد التً لا ٌمكن كتابتها او التعبٌر عنها بصورة كسور 

 

هما عددان  bg a حٌث أن (a+bi) ،تعرف على أنها أي رلم ٌمكن كتابته بالصٌغةCالاعداد المركبة:ورمزها،

1-حمٌمٌان وهو الجذر التربٌعً ل . 

 

 

 (2-1) أهمٌة الاعداد الأولٌة# [1] 

 

لوهلة ما لد ٌبدو الآمر غٌر مهم، ولكن فعلآ مهم بطرٌمة مبالغ فٌها، وٌمكن تضمٌن ذلن فً أهم شًء 

نستخدمه فً حٌاتنا وهو الأجهزة الرلمٌة والكمبٌوتر والاجهزة الذكٌة والهواتف وكل ماهو نحوها، فجمٌعها 

لأولٌة على نطاق واسع، ومن أهم ما تعتمد على الخوارزمٌات التً تعتمد على لغة خاصة بها تستخدم الأعداد ا

تمدمه هذه الاعداد اٌضأ هو حفاظها على الأمن السٌبرانً، وهذه امر بالغ الأهمٌة فً عصرنا الحالً فكل 

 المرصنة وسرلة المعلومات والحسابات البنكٌة والارضٌة والمعلومات الشخصٌة والابتزاز وغٌرها الكثٌر

 

 

 

 

 

 

دام تحلٌل العدد الى عواملهتحدٌد الأعداد الأولٌة باستخ   
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العدد الى العوامل هو أفضل طرٌمة لإٌجاد الاعداد الأولٌة وبشكل بسٌط ٌتم ذلن باستخدام الخطوات   ٌعد تحلٌل

 :المتبعة فً التحلٌل المعروفة وهً التالً

 

  نبحث عن عوامل هذا العدد.

 .نتحمك من عدد عوامل هذه الرلم.

. أكثر من اثنٌن  دد للعواملنموم بالممارنة ،فإذا كان ع .. 

 .فهذا العدد لٌس عدد أولٌأ         

 

 

  تحدٌد الأعداد الأولٌة من خلبل الأدوات#

هنان عدة طرق شائعة أخرى ٌمكن الاستعانة بها لتجدٌد الاعداد الأولٌة من خلبل الأدوات، كاستخدام الإله 

المستخدمة هً حسابات الملم والورلة بشكل   ومن الأدوات  الحاسبة لإجراء عملٌة المسمة بشكل أسرع،

بسٌط أو استخدام شجرة العوامل، وهً طرٌمة أشبه ماتكون بتحلٌل العدد ألى عوامله الأولٌة، ولكن باستخدام 

 ...عوامل الضرب المتكررة

 

 

 (3_1) اسهل طرٌمة لمعرفة العدد الاولً   [ 2 ]   

 

عددأ أولٌا، ٌمكن تطبٌك بعض الخواص التً ذكرناها سابما على بأسط طرٌمة ممكنة لإثبات ما إذا كان الرلم   

لمعرفة ما اذا كنا سنحصل على عدد طبٌعً دونما 2الأعداد الأولٌة كمثال، نحاول اولآ تمسٌمه على العدد 

على 5كسور وفواصل عشرٌة أو ما شأبه .واذا تم ذلن ، فهو لطعأ لٌس عدد أولً ، فإذا أردنا أن نمسم العدد 

، 3هو  2على6بٌنما لسمه العدد   وبالتالً هو عدد اولً،  وهذه عدد غٌر طبٌعً، 2°5عطٌنا ناتج ، س2ٌ

ومن الأشكال البسٌطة للتعرٌف الى الاعداد الأولٌة ذات   وهذه عدد طبٌعً وبالتالً هو عدد غٌر اولً،

لًفهو لٌس عدد أو5او 0المرتبتٌن أو أكثر، هو النظر الى أول مرتبة منه فإذا كان   
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 الفصل الثاني

 

 

 الاولٌة النظرٌة الأساسٌة فً الحساب للئعداد
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 مقدمة  (1-2 ) 

 

 

اٌّجشٕ٘خ الأعبع١خ فٟ اٌسغبث١بد،  ٚفٟ اٌش٠بػ١بد ػِّٛب ِٓ رٕجثك أ١ّ٘خ الأػذاد الأ١ٌٚخ فٟ ٔظش٠خ الاػذاد 

خذاء أٞ )ػشة( ٌؼذد أٌٟٚ ، ٠ّىٓ أْ ٠ىزت ػٍٝ شىً 1ٚاٌزٟ رٕض ػٍٝ أْ وً ػذد طس١ر ِٛخت أوجش ِٓ 

ٚازذ أٚ ِدّٛػخ ِٓ الأػذاد الأ١ٌٚخ. ٘زٖ اٌّدّٛػخ ٚز١ذح إرا غُغ إٌظش إٌٝ رشر١ت الأػذاد الأ١ٌٚخ اٌزٟ 

اٌزٟ ث١ٕذ ػ١ٍٗ الأػذاد اٌطج١ؼ١خ. ػٍٝ عج١ً  الأعبط رىُٛٔٙب. ٚٔز١دخ ٌزٌه، ٘ٛ أٔٗ ٠ّىٓ اػزجبس الأػذاد الأ١ٌٚخ

 اٌّثبي،

 .2أٚ اٌمٛح اٌثب١ٔخ ي  2 ِشثغ  ٠ؼٕٟ 22. ز١ث 141·  13·  3·  22= 141·  13·  3·  2·  2= 23244

 21=7*3أ، 

ِب إٌٝ خذاء  nوّب فٟ اٌّثبي اٌغبثك، لذ ٠زىشس ٔفظ اٌؼبًِ الأٌٟٚ أوثش ِٓ ِشح. رغّٝ ػ١ٍّخ رس١ًٍ ػذد 

 n = p1 · p2 · ... · p: ػًِٛ أ١ٌٚخ

 رس١ًٍ ػذد طس١ر اٌٝ ػٛاًِ
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The Fundamental Theorem of Arithmetic     [4]     (2-2) 

   

 إٌظش٠خ الأعبع١خ فٟ اٌسغبة

وً ػذد طس١ر   
1
 >n  ٠ّىٓ وزبثزٗ ثشىً ٚز١ذ وسبطً ػشة ٌمٜٛ أػذاد أ١ٌٚخ 

p p1, 2,…,pkٞأ ، 

n = p p1α α1 22 …pkαk 

إ٠دبد 
gcd, lcm
 ثبعزخذاَ اٌزس١ًٍ.    

b = p p1ٌؼٛاٍِّٙب الأ١ٌٚخ  a ،bإرا زٍٍٕب اٌؼذد٠ٓ اٌظس١س١ٓ 
b1 

2
b2

...pk
bk

 ، a = p p1
a1 

2
a2

...pk
ak

 فئْ  

a1. B1)
)

p1
min a b

رمغُ ولا ِٓ  1pأوجش لٛح ِّىٕخ ٌلأٌٟٚ  
1
p1

a1
,p1

b
. وزٌه اٌسبي ِغ ثم١خ اٌؼٛاًِ الأ١ٌٚخ 

 ٌٚزٌه   

   

   (a b, ) = 
p

1min a b( 1 1,)
p

2min a b( 2 2,)...
p

kmin a b( k k, ) (*) 

p1( 1 1)،ِٓ خٙخ أخشٜ  
max a b  ٌٟٚ1ٟ٘ أطغش لٛح ِّىٕخ ٌلأp   ٓ١ٌ1ىْٛ ِؼبػف ٌٍؼذد٠p p1

a1, 1
b  

 ٌٚزٌه   

    

   [a b, ]= 
p

1max a b( 1 1,)
p

2max a b( 2 2,)...
p

kmax a b( k k, ) (**) 

   

 n = p1إرا وبْ 
α1

p
 
2

2 
…pk

αk
ف١دت أْ رىْٛ  nلبعُ ِٛخت ٌٍؼذد  mٌؼٛاٍِٗ الأ١ٌٚخ ٚوبْ  nرس١ًٍ اٌؼذد  

؟ .٠ّىٓ pi. اٌغؤاي ٘ٛ ِب ٟ٘ اٌمٛح اٌّّىٕخ ٌؼبًِ أٌٟٚ ِثً p p1 2, ,…,pkػٛاٍِٗ الأ١ٌٚخ ِٓ ث١ٓ اٌؼٛاًِ  

أٞ أْ ٕ٘بن  αi،…،2،1،0أْ ره ْٚ لٛرٗ 
1

+αi   ُاخز١بس ٚثبٌزبٌٟ إرا سِضٔب وبٔذ ٌؼذد لٛاعn  اٌّٛخجخ ثبٌشِض

τ( )n    ْفئ 

τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1)⋯(αk + 1) 

   

   أِثٍخ:

 .  127، 577، 211 −1، 9901اخزجش ِب إرا وبٔذ الأػذاد اٌزب١ٌخ أ١ٌٚخ أَ لا:(1)

(1S) اٌؼذد
 127

أٌٟٚ لأٔٗ لا ٠مجً اٌمغّخ ػٍٝ أٞ ِٓ الأػذاد الأ١ٌٚخ اٌزٟ الً ِٓ أٚ ٠غبٚٞ  
11

ٚوزٌه اٌؼذد 

أٌٟٚ
577
لأٔٗ لا ٠مجً اٌمغّخ ػٍٝ أٞ ِٓ الأػذاد الأ١ٌٚخ اٌزٟ الً ِٓ أٚ ٠غبٚٞ  

23
 ، ث١ّٕب اٌؼذد 

ػذد ِؤٌف لأٔٗ ٠مجً اٌمغّخ ػٍٝ  211 =−1 2047
23
ٚاٌؼذد 

9901
ػذد أٌٟٚ لأٔٗ لا ٠مجً اٌمغّخ ػٍٝ أٞ ِٓ  

الأػذاد الأ١ٌٚخ اٌزٟ الً ِٓ أٚ ٠غبٚٞ
 97

  . 

   

    318 −218ٌٍّمذاسأٚخذ خ١ّغ اٌؼٛاًِ الأ١ٌٚخ (2)
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 (S2) 

3
18

 − 2
18

=(3-
9
)

2
 −(2

9
 –(2

9
) = (3

9
−2

9
)(3

9
 +2

9
) 

= −(3
3
-2 )(3

3
+ +6

3 
2 )(3

6 
+2 )(3

3 6 
− )6

3 
+ 2

6
) 

         = −(3 2)(3
2 
+ +6 2 )(3

26 
+ +6

3
2 )(3

6 
+2)(3

2 
− +6 2 )(3

2
-

6 
− +6

3 
2

6
) 

= 5 ×7 ×19 ×577× 1009    

 ػذد اٌٚٝ . ٠ٚ1001ّىٓ اٌزسمك وُ اْ (  1اٌٚٝ ِٓ اٌّثبي )  577اٌؼذد 

   

+ 1ثس١ث وً ِٓ  pأٚخذ خ١ّغ الأػذاد الأ١ٌٚخ  (3)
 2

p4  ٚ1 +
 2

p6  .ٌٟٚػذد أ 

(3S ) إرا وبْ آزبد اٌؼذد
p

إِب   
1
أٚ  

9
فـئْ آزـبد  

2
p  أ٠ؼـب

1
ٚػ١ٍـٗ آزـبد  

1
 +

 2
p4 ٞٚ٠غـب

5
 ، أٞ أْ 

1 +
 2

p4 غ١ش أٌٟٚ فٟ ٘زٖ اٌسبٌخ.     

اٌغ ـذد إرا ن ـبْ آذ ـبد
p

إَ ـب   
3
أٚ  

7
ف ـئْ آذ ـبد  

2
pٛـ ٖ

9
ٚػٍٟ ـٗ آذ ـبد   

1
+
 2

p6  ٞٚ٠ظ ـب
5

 ، أٞ أْ 

1+
 2

p6  غ١ش أٌٟٚ فٟ ٘زٖ اٌسبٌخ.  ا٢ْ ٠زجمٝ إِب
2
 =p  ٚأ

5
 =p   : 

=+1 17فئْ   p= 2إرا وبْ 
 2

p4  1 25أٌٟٚ ث١ّٕب+=
 2

p6 ْ5غ١ش أٌٟٚ. إرا وب =p   ْ1 101فئ+=
 2

p4 

أٌٟٚ 
151
 1+=

 2
p6  ٛ٘ أٌٟٚ أ٠ؼب. إراً ٠ٛخذ ػذد أٌٟٚ ٚز١ذ

5
 =p   ِٓ ً1ػٕذٖ و+

 2
p4ٚ1+

 2
p6   .ٌٟٚػذد أ 

   

أثجذ أْ أٞ ػذد طس١ر صٚخٟ (4)
8
 >n    .ٕٝ٠ّىٓ وزبثزٗ ػٍٝ طٛسح خّغ ثلاثخ أػذاد أ١ٌٚخ ٔغج١ب ِثٕٝ ِث 

(4S)  أٞ ػذد طس١ر صٚخٟ ٠ىْٛ ػٍٝ اٌظٛسحn = 6
k

أٚ  
2
 +n = 6k   ٚأ

4
 +n = 6k   ز١ث 

  .k ∈ Z 

  .n = 2 + 3 +(6k −5) ْفب(k ≥ 2) ،n = 6k ْإرا وب 

  .n = 3 + 4 +(6k −5) ْفب(k ≥ 2) ،n = 6k + 2 ْإرا وب 

  .n = 2 + 3 +(6k −1) ْفب(k ≥1) ،n = 6k + 4 ْإرا وب 

   

أثجذ أٔٗ ٠ٛخذ ػذد غ١ش ِٕزٟٙ ِٓ الأػذاد الأ١ٌٚخ اٌزٟ ػٍٝ اٌظٛسح  (6)
3
 +k 4  . 

(6S)اٌسً ٠ؼزّذ ػٍٝ فىشح أْ زبطً ػشة ػذد٠ٓ ػٍٝ اٌظٛسح
1

+k 4   .٠ىْٛ ػٍٝ ٔفظ اٌظٛسح 

ِٓ الأػذاد الأ١ٌٚخ اٌزٟ ػٍٝ اٌظٛسح  p p1 2,,…,ptٌٕفشع أْ ٕ٘بن ػذد ِٕزٟٙ 
3
 +k 4  خز اٌؼذد  . 

N = 4p 1 p 2…pt −1 = 4(p1 p 2…pt −1)+ 3 

 ٌٗ  1. ٌٚىٓ وً ػذد طس١ر ِٛخت أوجش ِٓ t≤   i ≤1ز١ث  piلا ٠مجً اٌمغّخ ػٍٝ أٞ ِٓ  Nاٌؼذد 
ف١دت أْ ٠ىْٛ  m 4+ 3فشدٞ ٌزٌه وً ػٛاٍِٗ الأ١ٌٚخ فشد٠خ ٚز١ث أٔٗ ػٍٝ اٌشىً  Nلبعُ أٌٟٚ.أ٠ؼب اٌؼذد 

ٚ٘زا  ,pt p1 p2,…, ١ٌظ ِٓ ػّٓ N.إرا ٕ٘بن لبعُ أٌٟٚ ٌٍؼذد  m 4+ 3أزذ ػٛاٍِٗ الأ١ٌٚخ ػٍٝ اٌظٛسح 
 .  4k+ 3ائٟ ِٓ الأػذاد الأ١ٌٚخ ػٍٝ اٌظٛسح رٕبلغ.إرا ٕ٘بن ػذد لا
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+  

1ogثش٘ٓ ػٍٝ أْ (7)
 2

 ػذد غ١ش ٔغجٟ   

(S7)  ْ1ثفشع اٌؼىظ، أٞ أog
 2

    = 10g2 ػذدا ٔغج١ب ١ٌٚىٓ 
 

 
 )    m .n  )   1بحث     

   log2 = 
m

n ⇒ 10
mn 

= 2 ⇒ 10
m 

= 2
n ⇒ ×2

m 5
m 

= 2
n
     

 ٚ٘زا ٠ٕبلغ إٌظش٠خ الأعبع١خ فٟ اٌسغبة )اٌٛزذا١ٔخ(، إرْ ػىظ اٌفشع ٘ٛ اٌظس١ر.  

   

إرا وبْ أزذ اٌؼذد٠ٓ (8)
1

−n 2  ٚأ
1
 +n 2  أٌٟٚ فبْ ا٢خش ٠ىْٛ غ١ش أٌٟٚ، ز١ث

3
 ≥n    

(S8)  

 اٌسً  

2اٌؼذد
n

2. إرا وبْ ثبلٟ لغّخ  3لا ٠مجً اٌمغّخ ػٍٝ 
 n

2−1فبْ  ٠1غبٚٞ  3ػٍٝ  
n 

ٚإرا  ٠3مجً اٌمغّخ ػٍٝ 

2وبْ ثبلٟ لغّخ 
n

2+ 1فبْ  ٠2غبٚٞ  3ػٍٝ 
n 

2−1ٚػ١ٍٗ أزذ اٌؼذد٠ٓ ٠3مجً اٌمغّخ ػٍٝ 
n 

2+ 1أٚ  
n 

٠مجً 

، فئرا وبْ وً ِٓ اٌؼذد٠ٓ أوجش ِٓ 3اٌمغّخ ػٍٝ 
3
 فبٔٗ لا ٠ّىٓ أْ ٠ىْٛ اٌؼذد٠ٓ أ١١ٌٚٓ.   

   

 رّبس٠ٓ  

 (A) ْ2−1إرا وب
n 

 ػذد أٌٟٚ.   nػذد أٌٟٚ فبْ  

 (B) ْإرا وبp أسثؼخ ػٛاًِ أ١ٌٚخ فأٚخذ ِدّٛػُٙ.    27000001اٌؼذد ٌٗ 

 (C) ً٘2009
4

 +
 

4
2009

 ػذد أٌٟٚ؟   

(D) أٚخذ خ١ّغ اٌسٍٛي اٌظس١سخ اٌّٛخجخ ٌٍّؼبدٌخ
175
 =

m 
− 3

2n 
2

2
   . 

(E) ْإرا وب
p
ػذد أٌٟٚ أوجش ِٓ 

3
فئْ اٌؼذد  

2
 +

 2
p   ٚ ِؤٌف

1
−
 

24
2
 p  . 

(F)  أٚخذ خ١ّغ الأػذاد الأ١ٌٚخ
،

p q  ًاٌزٟ ردؼ
2
p

2 
+ pq +q   ًِِشثغ وب 

(G) 0=1-   إرا وـبْ ٌٍّؼبدٌـخ p
2

+ 2p𝛑- 
2
 𝛑   خـزس٠ٓ طـس١س١ٓ ، ز١ـثp  .ٌٟٚػـذد أ 

 .  pأٚخذ اٌم١ُ اٌّّىٕخ ٌٍؼذد 

(H ) إٌٝ ػٛاٍِٗ الأ١ٌٚخ.   1001001001زًٍ اٌؼذد 

(I)  أٚخذ خ١ّغ الأػذاد الأ١ٌٚخp 2 +11ثس١ث اٌؼذدp   ٌٗ6 ٚاٌؼذد ٔفغٗ.   1لٛاعُ ِخزٍفخ ِٓ ث١ٕٙب اٌؼذد 

(J)  ْإرا وب،p q ْأ١ٌٚبْ ٚوب              
     

   
 أٌٟٚ  . rػذد طس١ر فأثجذ أْ  

   

   

 n Congruencies modulo  اٌزطبثمبد  ل١بط  
n

 

   

 ٚٔشِض ٌزٌه ثبٌشِض    nل١بط ٠bطبثك اٌؼذد   aػذد طس١ر ِٛخت. ٔمٛي أْ اٌؼذد ١ٌnىٓ 

a ≡n b ٚأ) a ≡b (modn ْإرا وب(n | (a −b ْإرا وب ٚ nt(a –b  

 . ٚثىزبثخ ِىبفئٗ فبْa ≡/ b (modn)ٚٔشِض ٌزٌه ثبٌشِض  nل١بط   bلا ٠طبثك aفئٕٔب ٔمٛي أْ 

   a ≡ b (modn) ⇔ ∃ ∈k Z :a = b + kn 

 ٚرٌـه لاْ زغـت خٛاسص١ِـخ اٌمغـّخ  nل١ـبط اٌؼـذد  ٠nطـبثك ثـبلٟ لغـّزٗ ػٍـٝ  aلازـع أْ أٞ ػـذد طـس١ر 

. a ≡ r(modn) ْٚػ١ٍٗ فب a = qn + r, 0 ≤ r < n 
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 خٛاص أعبع١خ ٌٍزطبثمبد  

 أػذاد طس١سخ a b c d, , , ∈Z ٚ+n ∈Zٌزىٓ 

  (1) a ≡a (modn)   )خبط١خ الأؼىبط( 

 b ≡a (modn) ⇐ ≡a b (modn)(2) (خبط١خ اٌزٕبظش)  

a ≡c (modn)⇐ b ≡c (modn) ٚ a ≡b (modn (خبط١خ اٌزؼذٞ) 
)
(3) 

  .a ≡b (modm)(4)ْفبmn ْٚوب a ≡b (modn)  

  c ≡d (modn) ٚ a ≡b (modn) فئْ  إرا وبْ(5)

 a c± ≡b d± (modn)   )لبْٔٛ خّغ)ؽشذ( اٌزطبثمبد( 

 ac ≡bd (modn)  )لبْٔٛ ػشة اٌزطبثمبد(  

 فئْ   i =1,2,…,kٌىً  ai ≡bi (modn)ثشىً أػُ إرا وبْ (6)

 

a1 + + + ≡ + + +a2 ….. ak  b1b2 …… bk (mod n). 

             a2 a1……..2 ak ≡b1b 2 bk (modn). 

 k ∈ Z+ ًٌى ak ≡bk(modn) ْفئa ≡b (modn) ْٚوسبٌخ خبطخ ، إرا وب 

   d = (n c, ) ز١ث ،ac ≡bc (modn) ⇔ a ≡b (mod  
 

 
) (7) 

  a ≡b (mod [n1 n2,.......,nm ])ْفئ i = 1,2,…,m ز١ث a ≡b (modni ) ْإرا وب  (8) 

   .a ≡b (mod n1 n2....nm 

)
 ٚوسبٌخ خبطخ، إرا وبٔذ n n1, 2,⋯,nmأػذاد أ١ٌٚخ ٔغج١ب ِثٕٝ ِثٕٝ فئْ 

(an + b)ػذد طس١ر ِٛخت فئْ  mإرا وبْ  (9)
m

 ≡ b
m

 (modn)  . 

   

 ِدّٛع اٌّشثؼ١ٓ  

لا ٠ّىٓ  وزبثزٗ  3ِزٝ ٠ىزت اٌؼذد اٌظس١ر  اٌّٛخت ػٍٝ طٛسح ِدّٛع ِشثؼ١ٓ ٌؼذد٠ٓ طس١س١ٓ ؟، فبٌؼذد    
لا ٠ّىٓ  وزبثزٗ ػٍٝ  4n ≡ 3(mod)ثس١ث nػٍٝ طٛسح ِدّٛع ِشثؼ١ٓ ٚثظفخ ػبِخ أٞ ػذد طس١ر ِٛخت 

٠2ّىٓ وزبثزٗ ػٍٝ طٛسح ِدّٛع ِشثؼ١ٓ ػٍٝ اٌظٛسح  5طٛسح ِدّٛع ِشثؼ١ٓ. اٌؼذد 
2

+1
2

= 5   . 

 ٔؼشع ثؼغ اٌخٛاص اٌّزؼٍمخ ثىزبثخ اٌؼذد وّدّٛع ِشثؼ١ٓ    

 وزٌه    mnِدّٛع ِشثؼ١ٓ فئْ   m ٚnإرا وبْ وً ِٓ (1)

 أٚ   p= ٠2ّىٓ وزبثزٗ وّدّٛع ِشثؼ١ٓ ثطش٠مخ ٚز١ذح إرا ٚفمؾ إرا وبْ  pاٌؼذد الأٌٟٚ (2)

  p ≡ 1(mod(4) 

 ثس١ث  nٌٍؼذد  ٠pىْٛ ِدّٛع ٌّشثؼ١ٓ إرا ٚفمؾ إرا وبْ أٞ لبعُ أٌٟٚ  nاٌؼذد اٌظس١ر اٌّٛخت (3)

(4p ≡ 3(mod  ٠ظٙش ثمٛح صٚخ١خ فٟ رس١ًٍ اٌؼذدn   .إٌٝ ػٛاٍِٗ الأ١ٌٚخ 

 :   (1)عٕجش٘ٓ اٌخبط١خ 

ثفشع  
2
m = +a

2
bٚn = +c

2
 . ػٕذئز    

  mn = (a
2
 +b

2
)(c

2
 + d

2
) = (ac + bd)

2
 + (ad −bc)

2
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 ِلازظبد

  n1,n 2.... nkِدّٛع ِشثؼ١ٓ فئْ  n1, n2,..,nk..... وّب ٠ٍٟ: إرا وبْ وً ِٓ   (1)٠ّىٓ رؼ١ُّ اٌخبط١خ 

 ، فّثلا اٌؼذد n ≡ 1(mod4)، ػٕذِب ٠ىْٛ nرضٚدٔب ثبخزجبس لأ١ٌٚخ اٌؼذد  (2). اٌخبط١خ   k  1وزٌه ٌىً 

221 =n   ٚػ١ٍٗ إرا وبْ أ١ٌٚب فئٔٗ  4ل١بط  ٠1طبثكn  ٓ٠ّىٓ وزبثزٗ ثطش٠مخ ٚز١ذح وّدّٛع ِشثؼ١ٓ . ٌٚى 

14
2

 + 5
2

 = 11
2

 + 10
2

 =n   ْٚثبٌزبٌٟ فئn   ػذد ِؤٌف 

 

 

 

 

 

   أِثٍخ:  

mod1  ≡13 7أثجذ أْ (1)
682

   

   (an +b)
m

 ≡b
m

 modn  :(9) ثبعزخذاَ خبط١خ (S1) 

13
682

 = (2×7 −1)
682

 ≡ (− 1)
682

 ≡ 1 mod7 

اثجذ أْ  (2)
n−1

 + 6
n−2 

+⋯+ 6
1
 .   nلأٞ ػذد طس١ر ِٛخت 5رمجً اٌمغّخ ػٍٝ  66 - 1− + 

(2S) ْ1)ثّب أ(mod5  ≡6  ْ6)فئ
m

 ≡ 1
m

 = 1(mod5  ز١ثm   طس١ر ِٛخت، إرا 

6
n−1 

+ 6
n−2 

+⋯+ 6
1
 + −1n ≡ (1 +1+⋯+1+1)−n 

. ≡ n −n ≡ 0 (mod5) 

   

5أثجذ أْ  (3)
2n

 +1+ 3
4n 

+2 + 5
2n+2 

 .    n   0ز١ث  ٠14مجً اٌمغّخ ػٍٝ 

(3S)  ٌْٙزٖ اٌّغأٌخ ػذح ؽشق ِٕٙب الاعزمشاء اٌش٠بػٟ، ٌىٓ ثبعزخذاَ اٌزطبثك ٔظً ٌٍدٛاة عش٠ؼب. لازع أ 

  3
4n+2

 + 5
2n+1

 = 9(81)
n
 + 5(25)

n
    

 ٌٚىٓ  25 ≡ −3 (mod14)         ,     (mod14) 3− ≡ 81 إرا

   (81)
n
 ≡ −( 3) 

n 
(mod14), (25)

n
 ≡ (− 3) 

n 
(mod14) 

 ٚثبٌزبٌٟ   

  3
4n+2 

+ 5
2n+1 

≡ 9(−3)
n
 + 5(−3)

n
 ≡ 14(−3)

n
 ≡ 0 (mod14) 

   

an = 2− 3أثجذ أْ فٟ اٌّززبثؼخ  (4)
n
 5بئٟ ِٓ اٌسذٚد لبثٍخ ٌٍمغّخ ػٍٝٔٙ ػذد لا  n≤ 0ز١ث   

  .13ٚ  5ٌٚىٓ ١ٌظ ف١ٙب أٞ زذ ٠مجً اٌمغّخ ػٍٝ 13بئٟ ِٓ اٌسذٚد لبثٍخ ٌٍمغّخ ػٍٝ لا ٔٙٚوزٌه ػذد  

(S4)   ْ3)ثّب أ(mod 5  ≡2
3

mod5  ≡2)3)ٚثّب أْ  
4

 فئْ    

  .2
4k+3 

− 3 ≡ (2
4
)

k
 ⋅ 23

 − 3 ≡ 1.3 − 3 ≡ 0(mod5) 

2)ثّب أْ 
r
 ≡ 3(mod5  3ِزسممخ فمؾ ػٕذِب =r   ٚػ١ٍٗ فبْ 4،3،2،1،0ِٓ ث١ٓ الأػذادan |5 

 .   + 3n =4k  مؾ ػٕذِبف 
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mod13  ≡2)3)ثبٌّثً 
4

  ٚ1mod13 ≡3    
3

 (2
4

 ٌٚزٌه (

 ((mod13 0 ≡1.3-3    3 - 2
4

 
m

.  (2
12

)   3 – 4  +
m 

2
12

 . 

 

2)ٚز١ث 
r
 ≡ 3(mod13  4إرا ٚإرا فمؾ =r   ًٌىr    13      0  ْفئan |13 فمؾ ػٕذِب 

 4 +n = 12m  4.  ثّب أٔٗ لا ٠ٛخذ ػذد طس١ر ٌٗ اٌظٛسح +n = 12m   3ٚاٌظٛسحn = +4k  

 .  13 ٚ 5فئٔٗ لا ٠ٛخذ زذ ِٓ اٌّززبثؼخ ٠مجً اٌمغّخ ػٍٝ  

   

    3 x2  + y2 ⇔ 3  x, 3 y             .    x y, ∈Z ٓ(5) ١ٌى 

( S 5)ْإرا وـب           x ,3 y 32 فـئْ ٚػـٛزبx
2
 +y 3 ْ3).ٔلازـع أx2 ≡ 0 or 1(mod  ْٚػ١ٍـٗ إرا وـب 

x2
 + y                      ْ2فبx2 ,3 y3  ٗٚػ١ٍx,3  y   3  . 

 ِلازظخ  

2    اٌزّش٠ٓ اٌغبثك لا ٠زسمك لأٞ ػذد أٌٟٚ فّثلا 
2

  +5
2

. ً٘ ٠زسمك اٌزّش٠ٓ 5 5ٚ2 1ث١ّٕب  1 

 ؟   .  p= 7اٌغبثك ٌٍؼذد الأٌٟٚ 

aفئْ  a ≡b(mod n)أثجذ أٔٗ إرا وبْ (6)
n 

≡ b
n
(mod 

n2
 .ً٘ اٌؼىظ طس١ر؟  (

(S6) ْثّب أa ≡ b(mod n)  ْإر ،a = b +qn  ٌؼذد طس١رq   ٓا٢ْ ِٓ ٔظش٠خ راد اٌسذ٠ . 

a
n
 −b

n
 = (b+bn)

n
 −b

n
 

 

                 

  (
 
 
)        (

 
 
)         ⋯ (

 
 
)     

    (      (
 
 
)        ⋯ (

 
 
)      )

 

 

aٚػ١ٍٗ 
n
 ≡b

n
(mod n

2
). اٌؼىظ غ١ش طس١ر، فّثلا (

2
1

2
(mod4 ≡ 34  ث١ّٕب 

(1(mod4 ≡ 3   . 

 زً آخش  

α ٚز١ث أْ   
n
 –bn =  (α b α

n
−1 + n

−
2
b + +⋯ + bn−2

 +b
n−1

   ٌذ٠ٕب        (

 a
n
 
−1 -i

 b
i
 ≡ α

n −1- i
  i

 ≡ α
n−1

(mod n)  

          ،(α
n−1-i

b
-i
 +α

n−1-i-
α

i
≡  n−1 

≡ 0(mod n)  

α ) ,اٞ اْ  
n-1

+α
n
-

2
b …….  +αb

n-2
+b

n-1
)     n  

n-1
≡ 0 (mod n) 

   

 وّدّٛع ِشثؼ١ٓ    2009أوزت اٌؼذد (7)

(S 7) 7 × 41إٌٝ ػٛاٍِٗ الأ١ٌٚخ ٔدذ أْ  2009ثزس١ًٍ اٌؼذد
2

، إرْ ٠ّىٓ وزبثزٗ ػٍٝ طٛسح ِدّٛع 2009 = 

35ِشثؼ١ٓ
2

 + 28
2

 = (5
2

 + 4
2

 )7
2

 = 41 × 7
2

 = 2009  . 
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ٌدضء اٌثبٟٔ ِٓ ٘زا اٌؼًّ إٔشبء ب ٠ؼزّذ ػٍٝ ِٛاػ١غ عٛف ٔزطشق إ١ٌٙب فٟ أٙثٕظش٠خ ثش٘بٔخزُ ٘زا اٌدضء 

 .    4k+ 1ٚرٌه لاعزخذاِٙب فٟ إثجبد أٔٗ ٠ٛخذ ػذد غ١ش ِٕزٟٙ ِٓ الأػذاد الأ١ٌٚخ اٌزٟ ػٍٝ اٌظٛسح الله 

 ٔظش٠خ  

xػذداً أ١ٌٚب. ػٕذئز ٠ٛخذ زً ٌٍزطبثك  ١ٌpىٓ   
2
 ≡−1(mod p)  ْإرا ٚفمؾ إرا وب 

(p ≡ 1(mod4 ْٚػلاٚح ػٍٝ رٌه إرا وب .(p ≡ 1(mod4  ْفئ!   (
   

 
)     =𝛑         .زلاً ٌٍزطبثك 

 رّبس٠ٓ  

 (A) 7أٚخذ آخش سل١ّٓ) خبٔزٟ ا٢زبد ٚاٌؼششاد(  ِٓ اٌؼذد
2010

   . 

(B)   ْ5555أثجذ أ
2222

  +2222
5555

 .  ٠7مجً اٌمغّخ ػٍٝ   

 (C) 37سل١ّٓ ِٓ اٌؼذدأٚخذ آخش
10

+ 229
10

  . 

 (D)  2أٚخذ آخش سل١ّٓ ِٓ اٌؼذد
999

  . 

( E)  ْإرا وبp  ٚ ًػذداً أ١ٌٚبk  ػذد طس١ر ثس١ثk   ػذد طس١ر ثس١ث p   k    1  ْفأثجذ أ( 
 
)  p  ، 

 ثُ اعزٕزح أٔٗ إرا وبْ 

 

a ،b  ْػذد٠ٓ طس١س١ٓ فئ(α +b)
p
 ≡a

p
 +b

p
 (mod p) . 

    (F) 3زً اٌّؼبدٌخ اٌزب١ٌخ فٟ الأػذاد اٌظس١سخ
2008

 x
2
 + y 2 =   

(G)  ػ١ٓ الأػذاد اٌظس١سخ اٌّٛخجخm  ْٛ5ثس١ث ٠ى !+m   .ًِِىؼت وب 

(H)  4 +1أثجذ أٔٗ ٠ٛخذ ػذد غ١ش ِٕزٟٙ ِٓ الأػذاد الأ١ٌٚخ اٌزٟ ػٍٝ اٌظٛسح k  . 

   (I) ْ11×31)أثجذ أ(mod2 ≡
 31× 1

2
1

  . 

   (J)    أٚخذ اٌّشثؼبد اٌىبٍِخ فٟ اٌّززبثؼخ 

،........!،n …⋯ !3 !2!+ + + +1 !، …،4 !3 !2!+ + +1!،3 !2!+ +1 !،2!+1 !،1  K)( أٚخذ

 ثبلٟ لغّخ  .  

   

 اٌسٍٛي  

 لبث١ٍخ اٌمغّخ  

(A)  ْإرا وب،x y ْػذد٠ٓ طس١س١ٓ فبثجذ أ           x + 3y ⇔ 17 9x + 5y17 2  17 . 

 اٌسً  

   " ⇒ " 

                                  

17 2x + 3y  ⇒ 17 13(2x + 3y) = (17x + 34y) + (9x + 5y)               

                 ⇒ 17 9x + 5y                       

                              " ⇐ "     

17 9x + 5y   ⇒  17 4(9x + 5y) =       (34x + 17y) + (2x + 3y)         

       

          ⇒ 17  2x + 3y                                                             
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(B)  ْاثجذ أ
3

(2 +n
3
 +(n +1)

3
 +(n   ٍٝ٠9مجً اٌمغّخ ػ.    

 اٌسً  

  .S = n3 +(n +1)3 +(n + 2)3 ػغ 

 

S = n
3
 +(n +1)

3
 +(n +2)

3
 

= n
3
 +(n

3
 + 3n

2
 + 3n +1)+(n

3
 + 6n

2
 +12n + 8) 

= 3n
3
 + 9n

2
 +15n + 9 = 3n3 +15n + 9(n2 +1) 

= 3n
3
 − 3n +18n + 9(n2 +)1 

= ( 3n n
2
 −1)+ 9(n

2
 + 2n +)1 

ِؼـشٚثب  3، اٌسـذ الأٚي  ٠زىـْٛ ِـٓ اٌؼـذد 9ٚاػـر أْ وـً ِـٓ زـذٞ اٌّؼبدٌـخ الأخـ١شح ٠مجـً اٌمغـّخ ػٍـٝ

 .   9ٚػٛزب ٠مجً اٌمغّخ ػٍٝ  فٟ ثلاثـخ أػذاد طس١سخ ِززب١ٌخ ٚاٌثبٟٔ

   

(C)  ٓ١ٌىn ػذد طس١ر ِٛخت، ٌّبراn5 −n  ٍٝدائّب؟ ٠5مجً اٌمغّخ ػ   

 اٌسً  

S = n غ ػ
5
-n 

              (1 + S = n( n
4
 − =1) n ( n

2
 − 1)(n

2
 +  −1)= (n 1) n(n + 1)(n

2
   

 .  k ∈Zز١ث    ≥ ٠4n = +5k i, 0 ≤ iىْٛ ػٍٝ اٌظٛسح  nأٞ ػذد طس١ر ِٛخت 

 n = 5k+3 اٚ   n = +5k+2بْ . أِـب إرا وS 5  ـبْف  n = +5kأٚ  k 5+ 1أٚ  k5اٚٞ ٠3ظ nـبْ إرا و

n + 1ٚرٌـه لاْ  S 5فـبْ 
2

 .  S 240ػـذد فشدٞ فبْ  nٚإرا وـبْ S  30. أوثـش ِـٓ رٌـه ٠ّىـٓ إثجـبد أْ  5 

 

  (D)  أٚخذ خ١ّغ الأصٚاج اٌظس١سخ اٌّٛخجخ، (m n)  780=اٌزٟ رسمك اٌّؼبدٌخ !m
2
 − n  . 

 

 اٌسً  

ٚثبٌزؼ٠ٛغ  n +3 3780 ٚ2n! m +=780 9!فـبْ   n   5لأٔـٗ إرا وـبْ   n   5إرا وـبْ ٕ٘ـبن زـً فـبْ 

 ٘ٛ اٌسً اٌٛز١ذ.    n  ٚ30 =m = 5ٔدذ أْ   n= 5،4،3،2،1ثـ 

  (E) ْإرا وبa b, ∈Z  ْفأثجذ أα
2
 –b

2
 ولاّ٘ب صٚخ١بْ أٚ فشد٠بْ.    α, b إرا ٚإرا فمؾ وبْ  4| 

  اٌسً

α)صٚخٟ ػٕذئز  bفشدٞ ٚ  αافشع أْ ازذّ٘ب ١ٌٚىٓ 
2
 − b

2
 (α+ b)( α −b ًػجبسح ػٓ زبط 

α  ػشة فشد١٠ٓ ٚثبٌزبٌٟ  
2
 –b

2
 α + −b, α- b.  ا٢ْ افشع أْ ولاّ٘ب فشد٠بْ أٚ ولاّ٘ب صٚخ١بْ إرا 4 

 α)صٚخ١بْ ٚثبٌزبٌٟ 
2
 − b

2
= (α +b)( α −b ٍٝ4 ٠مجً اٌمغّخ ػ  . 
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G)(  ً11  أثجذ أٔٗ ٌى >n  89فبْ اٌؼذد +n2 − 19n    ً١ٌظ ِشثؼب  اٌس 

 .   n< ٠11مغ ث١ٓ ػذد٠ٓ ِشثؼ١ٓ ِززب١١ٌٓ ٌىً    n2 − 19n+ 89عٛف ٔثجذ أْ اٌؼذد 
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(H )   ْإرا وبn ْ3ِىؼت وبًِ فأثجذ أ +n2 + 3n    .ًِ١ٌظ ِىؼت وب 

 اٌسً  

n+ 3ظ أْ ثفـشع اٌؼى
2
 + 3n  ذد ِىغ ـت وبَ ـً ٚزٟ ـث أْ ػn ًإراً ،   ِىؼت وبِـ 

(3 +n (n 
2
 + 3n                                ٓ1ِىؼت وبًِ، ٌٚى −

3
(1+ n(n

 2
 + 3n + 3) = n

3
 + 3n

2
 +   

 −1ٚ٘زا رؼبسع لاْ 
3

(1 +n )   .ًِلا ٠ّىٓ أْ ٠ىْٛ ػذد ِىؼت وب 

   

  . 6a + b + c ⇔6a3 + b3 + c3 ْأثجذ أ ،a b c, , ∈Z ٓ١ٌى (I) 

 اٌسً  

aلازع أْ  
3
 + b

3
 + c

3
 − (a + b + c) = 6k  ز١ثk ∈Z  .٠ٕٚزح اٌّطٍٛة ِجبششح . 

   

 (J)  ػذد ِشثغ                            أثجذ أْ اٌؼذد 

 اٌسً  

   N                            ١ٌىٓ 

  

N = 11⋯1×10
2011

 + 55⋯5×10 + 6                                                                            

       

                        
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



24 
 

 اٌمبعُ اٌّشزشن الأوجش ٚاٌّؼبػف اٌّشزشن الأطغش [5]  (2-3) 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

B)(أثت 
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