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   )ي الحبيبةتوالد(
  الى من هم السند والعضد والقلوب الطاهرة والنقية الرقيقة الى النفوس البريئة الى رياحين حياتي

  )اخوتي واخواتي الاعزاء( 
الى من كل وقف على منابر العلم واعطى حصيلة فكر لينير طريقنا الاساتذة الكرام اهداء الى 

    )أ.د رحاب عامر كامل(  مشرفتي الدكتورة 
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ال البحث  ي مج داً ف ذخروا جه م ي ذيم ل ين ال منا بالجميل نتقدم بجزيل الشكر لأولئك المخلص

ا مع ن صنعتم المجد وبفضلكم فهمن ا م م ي وقير لك اة اساتذتنا الكرام كل التبجيل والت ى الحي ن
وهر  ى الج ث عل ا البح لكم عرفن ارب وفض ارف والتج وم والمع نكم العل تقينا م ث اس حي
ودكم  ل بمجه داً ب اً واح ا حرف والمضمون وبفضلكم وجدنَ لما مكانة في الحياة فأنتم لم تعلمون
ا  ود فيه ة نع ن وقف ة م اة الجامعي تعلمنا الحياة ولابد لنا ونحن نخطو خطوتنا الاخيرة في الحي

اعوام قضيناها في رحاب الجامعية مع اساتذتنا الكرام الذين قدموا لنا الكثير باذلين بذلك  الى
كر  مي الش دم بأس وى ان نتق عنا س ي لا يس ل ان نمض د وقب ل الغ اء جي ي بن راً ف وداً كبي مجه
ق  والامتنان والتقدير والمحبة الى اللذين حملوا اقدس رسالة في الحياة الى اللذين مهدوا طري

  م والمعرفة.العل
ة      ا المبذول ونخص بالشكر والتقدير مشرفة البحث الدكتورة (رحاب عامر كامل) لجهوده

رفة  وم الص ة للعل ة التربي د كل يد عمي ل والس ة باب ة جامع كر رئاس ص بالش ذلك نخ ا وك معن
    ورئاسة قسم الرياضيات وأساتذة قسم الرياضيات.
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  الملخص
  

ال      ة الإتص ة المتقطع دوال الدوري ه لل ل فوريي ة سلاس و دراس ث ه ذا البح ن ه إن الهدف م
ية  اهيم الأساس ض المف وبعض تطبيقاتها. يتكون البحث من ثلاث فصول الفصل الاول يقدم بع
ها  ه وخواص ل فوريي ة سلاس ص لدراس اني مخص ل الث ث. الفص ذا البح ي ه رورية ف الض

  لفصل الثالث فيعرض بعض التطبيقات.ومختلف أنماط تقاربها. أما ا
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  المقدمة
  

 لتمثيل غيركافية كانت القوى سلاسل أن البارزون ياضياترال علماء أدرك ، عشر الثامن القرن طوال
 من كل الرياضية ياء الفيز مشاكل قادت ولقد .السلاسل من مختلف نوع إلى حاجة هناك وأن الدوال،
 إلى    (D’Alembert)دالمبير و (Lagrange) أولر ،(Euler)  لاجرانج،  (Bernoulli) برنولي
 .)مثلثية دوال ، حدودها(مثلثية سلاسل بواسطة الدوال تمثيل إمكانية حول بشدة التساؤل

  .التحليل تطوير في عائق شكلت التي الأزمات أحد النقاش هذا أثار 
  

ة في ى لا جلس ة تنس ية للأكاديمي وم الفرنس ن 21 ي ن ، 1807 ديسمبر م الم أعل يات ع اء الرياض  والفيزي
ه إدعى حيث .ياضياترال تاريخ في جًديداً فصلا بدأت أطروحة عن فورييه يفزجو ل أن  فوريي ة ك  دال

ة يحد” بياني رسم بأي معرفة ن .”محددة منطق ونتفكي يمك وع مك ى مجم ا ال ن كه ب، دوال م ب الجي  جي
 .النظرية هذه أنذاك والتحكيم التقييم لجنة عارضت الدورية، التمام

  
رره ما له كان فورييه إدعاء أن لاحقا الدراسات أظهرت ا، يب ى تمامً رغم عل ن ال ه م و أن ه ه م نفس ن ل  يك

ك يكن لم لإنه عليه، للبرهان الدقيقة التفاصيل تقديم على قادرًا ة الأدوات يمتل ة الدقيق ل المطلوب ع للتعام  م
 .لانهائية سلسلة

ألة دراسة كان السابقة النظرية من فورييه هدف الحقيقة في ار مس رارة، إنتش ا إلا الح بحت أنه  حجر أص
ان حيث البحتة، ياضياترال عالم في الإكتشافات من للعديد ية الزاو ذا ك أثير له ق ت ى عمي ة عل ام المائ  ع
ة   الجبرية، أصفاده من الدالة تعريف تحرير تم فقد الرياضي، البحث من تلتها التي والتعريف الحديث للدال

ر ن ظه لال م ل خ ر عم ه دي ان    Dirichlet)( يكل ذي(Riemann) وريم دد  ال وم ح ة مفه ة” دال  قابل
ينات الجاد، العمل من كثير بعد لاحقا تعميمه تم والذي ”للتكامل وال والتحس رن ط ع الق ث عشر التاس  حي

 (Lebesgue) .للتكامل لوبيغ بنظرية القرن توج
  

ن بدءاً  الرياضيات، علماء من العديد حاول ه م ه، فوريي اد نفس روط إيج ة الش ى الكافي دوال عل اوي ال  لتس
روط بعض .نقطة كل عند بها الخاصة فورييه سلسلة رو الش حة  يةرالض دءاً  .واض ن ب ة م دوال، دوري  ال
ذا ع وه ة حدود لإن راج ه سلس ة دور فوريي د .ي ح ولق ر نج ه دي ي يكل روط إيجاد ف ة ش ذه تضمن كافي  ه

 .الدوال من كبيرة مجموعة الشروط هذه غطت المساواة،
  

تمرة الدورية للدوال فورييه سلاسل دارسة هو ،البحث من الهدف ا المس ض قطعي ا وبع ون  .تطبيقاته  يتك
 :فصول ثلاثة من البحث 
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 قطعيا للإشتقاق القابلة والدوال قطعيا، المستمرة الدوال ية، الدو الدوال من لكل مفهوم يقدم :الأول الفصل
  ها .وخصائص المثلثية الحدود كثيرات إلى التطرق تم ذلك إلى بالإضافة الأساسية، التعاريف من وغيرها

  
ي نتطرق  ثم عموما، المثلثية للسلاسل مفهوم نوضح :الثاني الفصل ف إل املات تعري ه لمع ض فوريي  وبع

 تم ولقد .الأصلية بالدالة علاقتها و السلاسل، هذه تقارب مسألة ودراسة فورييه لسلاسل تعريف خواصها،
 .)...فيجر، ديركليه، برسفال، بيسال،( ياترنظ عدة إلى الإطار هذا في التطرق

  
  .ريمان لدالة القيم بعض إيجاد منها التطبيقات بعض في فورييه سلاسل إستخدام يوضح :الثالث الفصل

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  الفصل الاول
  مفاهيم اساسية

  
ل      ا قب ام به ن الالم د م ي لاب اهيم الت اريف والمف ن التع ة م سنعرض في هذا الفصل مجموع

ن  د م ات العدي ي إثب تفيدنا ف ي س ائج الت ض النت نقدم بع ا س ه، كم ل فوريي ى سلاس رور ال الم
  النظريات في الفصل الثاني.

  
  الدوال الدورية 1.1
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ن افي هذ     ة السكش داد الحقيقي ة الاع ن مجموع دوال م نهتم بال داد  R، س ة الاع ى مجموع ال
  .Cالمركبة 
ف  تكن [1]   ..1.1.1تعري ة  ل داد الحقيقي ة الاع ن مجموع ة م داد  Rدال ة الاع ى مجموع ال
اً. نق . ليكن Cالمركبة  اً موجب ددا حقيقي ي وع دد الحقيق أن الع ل دور ل ب ة  ةيمث إذا  للدال

   الشرط التالي:تحقق 
∀ ∈     ,    ( + ) = ( ) 

 
حيح يمثل دورة للدالة  من الواضح بأنه، إذا كان        دد ص دد ،  ∋، فإنه لكل ع الع

ذلك دورة  الحقيقي  ل ك ة يمث ن للدال ل م ان ك ه، اذا ك ذلك بأن ح ك ن الواض   و  . م
+ ، فإن يمثل دورة للدالة    .يمثل كذلك دورة للدالة   

< دورية، إذا وجد عدد حقيقي موجب نقول بأن الدالة  1.1.2.تعريف    ، بحيث : 0
∀ ∈     ,    ( + ) = ( ) 

ة ، فإنه لدراسة الدالة يمثل دورة للدالة  دورية، و  fإذا كانت الدالة  ة الدال ا دراس ، يكفين
  . هعلى مجال طول

  
  

  أمثلة:
) cosالدوال المثلثية  )١ ) sinو  ( ل دور 2دوال دورية، لإن العدد الحقيقي  ( ل  ةيمث لك

 منهما.
.الدالة  )٢ = cos( ) +  sin (  يمثل دورة  لها. 2دورية، لإن العدد الحقيقي  (
ي  )٣ دد حقيق ل ع ≠لك ة 0 دوال المثلثي ) cos، ال ) sinو  ( ة، لإن  ( دوال دوري

 يمثل دورة لكل منهما. العدد الحقيقي 
ي  )٤ ≠لكل عدد حقيق ة 0 =، الدال cos( ) +  sin ( دد  ( ة، لإن الع دوري

 يمثل دورة لها. الحقيقي 
 لتكن الدالة التالية: )٥

( ) =  
  

ي  لأنهذه الدالة دورية،  ة  2العدد الحقيق ا. الدال ل دورة له )يمث دود  ( رة ح مى كثي تس
  مثلثية.

ة  ان  [2] 1.1.3.نظري دد إذا ك < الع ة  0 ل دورة للدال )يمث ي ( دد حقيق ل ع ه لك ، فإن
≠ثابت    ، الدالة التالية:0
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( ) = ( ) 
)يمثل دورة للدالة  دالة دورية كذلك، والعدد  ) = ( ).  

ة  دورية، و  نتيجة مباشرة للنظرية السابقة إذا كانت الدالة  ة يمثل دورة للدال إن الدال ، ف
  التالية:

( ) = (2 ) 
ي  دد الحقيق ة، والع ة دوري اً دال تكون حتم ار  2س ا إختي ك، يكفين ات ذل ا. لإثب ل دورة له يمث

  في النظرية السابقة. =
ة  دة  1.1.4.ملاحظ ة الجدي ابقة، الدال ة الس ي النظري )ف ) = ( ن ( داً م ة ج ، قريب

  . ودراستها كافية تماماً لدراسة الدالة الأصلية  الدالة الأصلية 
1.2 [4]  ً     الدالة المستمرة قطعيا

]دالة من المجال  لتكن   , تمرة  . نقول بأن الدالة Cالى مجموعة الأعداد المركبة  [ مس
اً ( داد Piecewise continuous functionقطعي ن الأع ة م ة منتهي دت مجموع ) إذا وج
  الحقيقية:

=  <  < ⋯ … … …  <  =  
  بحيث:

ة  -  ال:  الدال ل مج ى ك تمرة عل ون مس )تك   , ل ( ك لك   وذل
 ∈ {0,1, … . − 1} 

∋لكل  -  {0,1, … . , −  ، النهاية التالية: {1
lim → ( ) 

)تكون موجودة، وتكون عدداً مركباً، هذا العدد المركب نرمز له بـــ:  ).  
∋لكل  -  {1, … ,  ، النهاية التالية:{

lim → ( ) 
)تكون موجودة، وتكون عدداً مركباً. هذا العدد المركب نرمز له بـــ:  ).  

∋لكل  -  {1, … . , − 1} 
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lim → ( ) ≠ lim → ( ) 
ل  ه لك ار بأن ∋هذا يعني بإختص {0,1, … . − ة {1 د الدال ا تمدي )/، يمكنن , ى  ( ال

]دالة مستمرة المجال المغلق   , ].  
    الدالة القابلة للإشتقاق قطعيا 1.3 [6] 

ال fلتكن      ن المج ة م ة  [a,b]دال داد المركب ة الأع ى مجموع ة Cإل أن الدال ول ب ة  f، نق قابل
  قطعيا إذا وجدت مجموعة منتهية من الاعداد الحقيقية: للإشتقاق

= <  < ⋯  < =   
  

  بحيث:
ة  -  ال:  fالدال ل مج ى ك تقاق عل ة للإش ون قابل )تك , ل ( ك لك   وذل

 ∈ {0,1, … , n − 1} 
∋لكل  -  {0,1, … , n −  ، النهاية التالية {1

lim→ ( ) 
)تكون موجودة، وتكون عددا مركباً، هذا العدد المركب نرمز له بـ:  )  

∋لكل  -  {0,1, … , n − →lim، النهاية التالية:  {1
( ) ( ) 

)تكون موجودة وتكون عددا مركبا، هذا العدد المركب نرمز له بـ:  )  
∋لكل  -  {1, … , n}  :النهاية التالية ، 

lim→ ( ) 
)تكون موجودة، وتكون عددا مركباً، هذا العدد المركب نرمز له بـ:  )  

∋لكل  -  {0,1, … , n −   ، النهاية التالية:{1
lim→

( ) − ( )
−  

)تكون موجودة وتكون عددا مركبا، هذا العدد المركب نرمز له بـ:  )  
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∋لكل  -  {0,1, … , n − 1} 
lim→  ( ) ≠ lim→  ( ) 

lim→
( ) − ( )

− ≠ lim→
( ) − ( )

−  
ل      ه لك ار بأن ي بإختص ذا يعن ∋ه {0,1, … , n − ة {1 د الدال ا تمدي )/، يمكنن , ) 

]ل المغلق ادالة قابلة لإشتقاق على المجالى   , ].  
ً  Ckالدالة من الصنف  – Ckالدالة من الصنف  [6] 1.4     قطعيا
  عددا طبيعيا. kوليكن   Cإلى مجموعة الاعداد المركبة [a,b]من المجال   لتكن
تقاق  اذا كانت الدالة  [a,b]على المجال  Ckمن الصنف  نقول بأن الدالة 1)  ة للإش  kقابل

ال  م [a,b]مرة عند جميع نقاط المج تقة رق ة المش )، والدال ), اط    ع نق د جمي تمرة عن مس
  .[a,b]المجال 

ة 2 ان الدال ول ب نف  ) نق ن الص داد  Ckم ن الأع ة م ة منتهي دت مجموع ا، إذا وج قطعي
=الحقيقية:  < < ⋯ < =  

  بحيث:
ة  الدالة  -  ون قابل تقاق تك وح   kللإش ال المفت اط المج ع نق د جمي رة عن )م  , ، و (

)الدالة المشتقة رقم  وح  ,( ال المفت )تكون مستمرة عند جميع نقاط المج  , ) ،
∋وذلك لكل  {0,1, … , − 1}. 

ل -  ∋ لك {0,1, … , n − ة 1 د الدال ا تمدي )/، يمكنن , تقاق  ( ة للإش ة قابل ى دال  kال
ق  ال المغل اط المج ع نق د جمي رة عن ]م  , ة [ ن الرتب تقة م ا المش ون k، ودالته ، تك

]مستمرة عند جميع نقاط المجال المغلق   , ]. 
ل  ي، لك ∋يعن {0,1, … , − ة {1 د دال نف  g، توج ن الص ق  Ckم ال المغل ى المج عل
[  , g بحيث:  [ /( , ) = /( , )  

   1.4.1.ملاحظة 
ا  ةدور   الدورية، والتي يمثل العدد الحقيقي مجموعة الدوال المستمرة) 1 لها، نرمز له
): بـ ,   بـ:  ااو اختصار (
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ز  ةدور 2π) مجموعة الدوال مستمرة قطعيا والدورية، والتي يمثل العدد الحقيقي 2 ا، نرم له
)لها بـ:  ,   .بـ:  ااو اختصار (

دوال 3 ة ال ∋) مجموع ( , رط  ( مى بش ذي يس الي، وال رط الت ق الش ي تحق والت
  ):Dirichletديريكله (

∀ ∈  , ( ) = ( ) + ( )
2  

)نرمز لها بـ:   ,   . بـ: ااو اختصار (
]دالة معرفة على مجال  لتكن  1.4.2.ملاحظة  , +   ، بحيث:<، طولها [

( + ) = ( ) 
ة  مجال هذه الدالة تمديدكما أشرنا سابقا، يمكننا  ة Rالى مجموعة الاعداد الحقيقي بح دال ، لتص

<دورية والعدد جديدة    لها، وذلك كالآتي: ةيمثل دور   0
∀ ∈   , ( ) = − +  

لية 1 ة الأص ت الدال ال  ) إذا كان اط المج ع نق د جمي تمرة عن ]مس , + ة  [ إن الدال ف
  .Rستكون كذلك مستمرة عند جميع نقاط  الجديدة 

]مستمرة قطعيا على المجال  ) إذا كانت الدالة الأصلية 2 , + دة  [ ة الجدي  فإن الدال
  .Rستكون كذلك مستمرة قطعيا على 

نف  إذا كانت الدالة الاصلية ) 3 ال  Ckمن الص ى المج ]عل , + دة  [ ة الجدي إن الدال ف
  .Rقعطياً على  Ckستكون من الصنف  
نف  إذا كانت الدالة الاصلية ) 4 ال  Ckمن الص ى المج ]عل , + دة  [ ة الجدي إن الدال ف

  .Rعلى  Ck، وليست بالضرورة من الصنف Rقعطياً على  Ckستكون من الصنف  
,بعض خصائص المجموعات:  1.5 ,  

1 (( , ) ⊆ ( , ) ⊆ ( , )  
ة 2 ل دال ∋) ك ( , ي  ( دد حقيق د ع ي يوج رورة، يعن دودة بالض ة مح ي دال ه

<موجب    بحيث:  0
∀ ∈    , | ( )| <  
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ة 3 ل دال ∋) لك ( , ان  ( |، ف | ∈ ( , دالتين ( ن ال ل م |، ك    و |
0,2]قابلة للتكامل على المجال    بالضرورة. [

, ×, ● ) لتكن العمليات التالية 4 دوال، + رب ال دوال، ض ، والتي تعني على التوالي: جمع ال
  دينا الحقائق التالية:لضرب دالة بعدد مركب، 

- ( ( , ), +,×)      , ( ( , ), +,×)       , ( ( , ), ة   (×,+ روط الحلق ا ش ق جميعه تحق
  الإبدالية.

- ( , ), +, ●       , ( , ), +, ●        , ( , ), +, اء  ● روط الفض ا ش ق جميعه تحق
  الإتجاهي على حقل الأعداد المركبة.

∋) لتكن 5 ∋ و  ( ,   المعرفة بالشكل التالي: ، الدالة  (
∀ ∈   , ( ) = ( + ) 

∋هي دالة في الفضاء  ( , )  
∋) لتكن 6 ( ,   المعرفة بالشكل التالي: الدالة  (

∀ ∈    , ( ) = (− ) 
)هي دالة في الفضاء  , )  

∋) لتكن 7 ( ,   المعرفتان بالشكل التالي:    ولتكن الدالتين .  (
∀ ∈  , ( ) =  ( ) + (− )

2    , ( ) = ( ) − (− )
2  

  لدينا الخصائص التالية:
 - = + 
 .دالة زوجية وتسمى الجزء الزوجي للدالة   - 
 .دالة فردية وتسمى الجزء الفردي للدالة   - 
 - ∈ ( , ) , ∈ ( , )  

∋كل دالة  [7] 1.5.1.نظرية  ( ,     ، هي حتما مستمرة إستمراراً منتظماً.(
يكن : إثبات النظرية  <ل دودة 0 ق ومح ال مغل ى مج تمرة عل ة مس ل دال أن ك م ب ن نعل ، نح

[ , ا ( [ تمراراً منتظم تمرة إس ا مس ي حتم ة Heine`s Theoremه الي الدال )، وبالت
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∈ ( , ال  ( ى المج ا عل تمراراً منتظم تمرة اس تكون مس ,π−]س 3π]  د ثلاً: يوج م
<إذا    بحيث: 0

∀(  , ) ∈ ([−π, 3π])  , | − | ≤  ⇒ | ( ) − ( )| ≤  
ηلتكن:   = min {  , }  

∋ليكن   , |بحيث:   ∋ − | ≤  
∋يوجد عدد حقيقي  [0,2 =بحيث:  ∋وعدد صحيح  [ + 2  

=ليكن:  − 2  
⟹ | − | = | − | ≤  
⟹ ∈ |− , 3 |& | ( ) − ( )| ≤  

)بحكم ان:  ) = ( ), ( ) = ( )  
| ( ) − ( )| ≤  

  وهو المطلوب.
∋لتكن  [5] 1.5.2.نظرية  ( ,     :ة، لدينا الحقيقة التالي(

∀ ∈  , ( ) = ( )  

  إثبات النظرية لدينا:

 ( ) = ( ) + ( ) + ( )  

=تكامل الثالث، نختار المتغير الجديد: بالنسبة لل −   ، يصبح لدينا:2

( ) = ( + 2 ) = ( )  
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⟹ ( ) = ( ) + ( ) + ( )  

= ( )  

  وهو المطلوب.
, الجداء الداخلي في الفضاءات  [7] 1.6  ,  

gلكل دالتين  ∈ (  , ∋ و( ( , > ، نعرف العدد المركب (  / g   التالي:بالشكل <

<  / >= 12 ( )g( )
2

0
 

>الدالة  g  / > :تحقق الخصائص التالية  
1( < g /  > <  / g >= ∀ ∈ ( , ) , ∀g ∈ ( , )  
2 (∀ ∈ ( , ) , ∀ ∈ ( , ) , ∀ ∈ ( , ), ∀ ∈ 

+    |  +    |  
.نقول بأن الدالة    خطية بالنسبة للمتغير الأول. .|

3 (∀ ∈ ( , )  ,    |  ≥ 0  
.نقول بأن الدالة    موجبة .|

4 (∀ ∈ ( , )  ,   |  =  0 ⟺ = 0  
.الدالة  اءين  .| ي الفض داخلي ف داء ال روط الج )تحقق ش , ) , ( , ا   ( لكنه

داء  روط الج داخليلا تحقق ش اء  ال ي الفض )ف , داء  ( ل نصف ج ا تمث ول بأنه . نق
)في الفضاء  داخلي , )  .  

  
  

  شفارتز –متراجحة كوشي . 1.6.1



 

11 

∀ ∈ ( , ), ∀ ∈ ( , ), | | | ≤   | . |  
ي ة كوش ات متراجح يكن:  -إثب فارتز ل ∋ش ( , ), ∈ ( , دد  ( ل ع . لك

  ، لدينا: ∋مركب 
( + | + ) ≥  

⟹ ∀ ∈  , | | | + 2 ( | ) + | ≥ 0 
.لنختر:  λ = |  ,  ∈  

  وبالتالي:
⟹ ∀ ∈   , |  | | |  + (| | | ) + | ≥  

دود، رة ح ي  إنها كثي ر الحقيق ي المتغي ارتها  tف ة، وإش ة الثاني ن الدرج ة، م ا حقيقي ، معاملاته
  دائماً موجبة، هذا يعني حتماً أن المميز عدد حقيقي سالب، يعني:

| | | − | | | | | ≤  
⟹ | | | − | | ≤  

  وهو المطلوب.
  

,  التعامد في الفضاءات  1.7   ,  
  

∋ لكل دالة (  , ‖، نعرف العدد الحقيقي (   بالشكل التالي: ‖
‖ ‖ = |  

  لدينا الخصائص التالية:
1) ∀ ∈ ( , )   , ‖ ‖ ≥ 0        
2) ∀ ∈ ( , )   , ‖ ‖ = 0 ↔ = 0      
3)       ∀ ∈    , ∀ ∈ ( , )   , ‖ ‖ = | |‖ ‖   
       

  
.‖م يالنظ  1.8 .‖م يوالنظ  ‖ ‖   

ة  )١ ل دال ه لك ابقاً بأن ا س د ذكرن |لق | ∈ ( , ∋  و ( ( , ة ( |، وأن الدال | 
ال  ى المج ل عل ة للتكام ,0]قابل ة  [ ل دال رورة. لك ∋بالض ( , رف ( ، نع

‖العدد الحقيقي   [2] بالشكل التالي: ‖
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‖ ‖ = 1 ( )
0

 
∋لقد ذكرنا سابقاً بأن كل دالة  )٢ ( , ة  ( ل دال رورة. لك ، هي دالة محدودة بالض

∈ ( , ‖، نعرف العدد الحقيقي (  بالشكل التالي: ‖
‖ ‖ = ∈

| ( )| = ∈[ , ]| ( )|  
.‖بعض الخصائص العامة للنظمين  .‖و   ‖ ‖  

١(          ∀ ∈ ( , )                  , ‖ ‖ ≥    , ‖ ‖ ≥     
∀ ∈ ( , )                  , ‖ ‖ =    ⟺   =     
∀ ∈ ( , )                  , ‖ ‖ =    ⟺   =     

٢(      ∀ ∈    , ∀  ∈ ( , )                  , ‖ ‖ = | |‖ ‖    , ‖ ‖ = | |‖ ‖      
٣(   

∀ ∈ ( , )          , ∀ ∈ ( , )     , ‖ + ‖    ≤  ‖ ‖ + ‖ ‖      
∀ ∈ ( , )          , ∀ ∈ ( , )     , ‖ + ‖    ≤  ‖ ‖ + ‖ ‖      

  
  كثيرة الحدود المثلثية 1.9

  تعريف كثيرة الحدود المثلثية 1.9.1
)كثيرة الحدود المثلثية هو دالة    [3] يمكن صياغتها في الشكل التالي: (

∀ ∈      ,   ( ) =    
)حيث أن المعاملات  يسمى درجة كثيرة  Nهي أعداد مركبة ثابتة. العدد الطبيعي  (

)الحدود المثلثية  ).  
)كل كثيرة حدود مثلثية  )هو دالة في الفضاء  ( , ).  

  بعض خصائص كثيرات الحدود المثلثية 1.9.2
)كل كثيرة حدود مثلثية  )١  يمكن صياغته كذلك في الشكل التالي: (

∀ ∈   , ( ) = = 2 + ( cos( ) + sin ( ) 
  والعكس صحيح، لإن: 

= cos( ) + sin( )  ,   = cos( ) −  sin ( ) 
⟹ cos( ) = +  

2   , sin( )  ,   −  
2  

 لتكن: )٢
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 ( ) = = 2 + ( cos( ) + sin ( ) 
  كثيرة حدود مثلثية. لدينا:

+ = ( + ) cos( ) + ( − )sin ( ) 
⟹ = 2    , ∀ ≥ 1  , = ( + ) , =  ( − ) 

⟹ = 2           , ∀ ≥ 1  , = −
2      , = +

2  
املات       ين المع ة ب ى العلاق املات لقد حصلنا عل , والمع ة   دود المثلثي رة الح  لكثي

 ( ة المعاملات( ) تسمى المعاملات الأسية لكثيرة الحدود المثلثي املات (  , المع
) تسمى المعاملات المثلثية لكثيرة الحدود المثلثية ).  

  
  
  

  ) Trigonometric weirstrass's theoremنظرية ويرشتراش الامثلثية (
∋ لكل  < ليكن ( ,   بحيث:  Pيوجد كثيرة حدود مثلثية   (

‖ − ‖ ≤   
)نقول بأن مجموعة كثيرات الحدود المثلثية كثيفة في الفضاء  ( , ), ‖. ‖ )  

  
)مجموعة كثيرات الحدود المثلثية كثيفة في الفضاء   .نظرية  ( , ), ‖. ‖ يعني، لكل  (

∈ ( ,   بحيث:  P، يوجد كثيرة حدود مثلثية <ولكل  (
‖ − ‖ ≤   

  
  )Dirichlet Kernelنواة ديريكله ( 1.9.3

  [4] :ةليكن كثيرة الحدود المثلثية التالي .تعريف 
( ) =

=

=−
 
  .هذه الدالة تسمى بنواة ديريكله رقم 

)بعض خصائص الدالة  )  
)الدالة  )١  دالة زوجية. (
 لدينا:  )٢

( ) = +   ,    ∀ ∈   , | ( )| ≤ = +  
⟹ ‖ ‖ = ∈ | ( )| = +  

 لدينا:  )٣
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 ( ) =  
  ) بشكل عام لدينا ٤

∀ ∈ (0,2 ) , ( ) = =  sin  + 12
sin 2

 

  
  )Fejer Kernelنواة فيجر ( 1.9.4

  [5] ليكن كثيرة الحدود المثلثية التالي:  .تعريف  

( ) = 1 D  ( ) 

  .هذه الدالة تسمى بنواة فيجر من الرتبة 
)بعض خصائص الدالة  )   

)الدالة  )١  دالة زوجية. (
 لدينا: )٢

(0) = 1 (2k + 1) = n
ن

   , ∀ ∈  , | ( )| ≤  1 | (0) | = n  

⟹ ‖ ‖ =  ∈ | ( )| =   
 لدينا:  )٣

( ) =  ( )  = ( ) =   
 لدينا:  )٤

∀ ∈ (0,2 ) , ( ) = 1  sin 2
2
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  ٢الفصل 
  ∋سلاسل فورييه للدوال 

  
دأ       ث نب اً، حي تمرة قطعي ة المس دوال الدوري ه لل ل فوريي ندرس سلاس ل س ذا الفص ي ه ف

ض  ى بع رق ال ه، ونتط املات فوريي رف مع م نع اً ث ة عموم ل المثلثي ف السلاس بتعري
لة،  ذه السلس ارب ه ألة تق درس مس م ن ه. ث لة فوريي ك، سلس خصائصها العامة. نعرف بعد ذل

ة الأصلية، نتطرق ه،  وعلاقتها بالدال فال، ديريكل ات (برس دة نظري ى ع ار عل ذا الإط ي ه ف
  وفيجر...).

  
 السلاسل المثلثية2.1 

 تعريف السلاسل المثلثية2.1.1 [5] 
  لتكن:

 
ي  دد كل ل ع ان لك ة إذا ك ة سلسلة من الدوال، نقول بأن هذه السلسلة مثلثي ن  ، الدال يمك

  [6] صياغتها في الشكل التالي:
∀ ∈   , ( ) = +   

,حيث أن    أعداد مركبة ثابتة.   
  

 تقارب السلاسل المثلثية2.1.2 
  نظرية تمهيدية

  
  لتكن الدالة التالية:

∀ ∈   , ( ) = +  
  لدينا:

‖ ‖ = sup∈[ , ]| ( )| = | | + | | 
  

  لدينا:إثبات النظرية التمهيدية 
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∀ ∈ , | ( )| ≤ | | + | | 
  من جهة أخرى، لتكن: 

=   , =  
⟹ ∀ ∈   , ( ) = + = ( ) +  ( ) 

  بحيث يكون:  هل يوجد عدد حقيقي 
+ = −  

⟺ 2 = +  
⟺ = +

2  
  الجواب: نعم، وفي هذه الحالة، لدينا:

 | ( )| = + = ( + ) ( + )  
= + = | | + | | 

⟹ ‖ ‖ = ∈[ , ]| ( )| = | | + | | 
  لتكن: نظرية 

+  

 سلسلة مثلثية. نقول بأن السلسلة 
+  

  تقارب تقارباً طبيعياً، إذا كانت السلسلة التالية:
+  

  تقاربية.
  لدينا الحقيقة التالية: السلسلة 

+  

  تتقارب تقارباً طبيعياً اذا وفقط اذا كانت السلسلة التالية:
(| | + | |) 
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  تقاربية.
  لتكن: 1.ملاحظة 

+ = ( cos( ) + sin ( ))  
  سلسلة مثلثية. هذه السلسلة تتقارب تقارباً طبيعياً اذا وفقط اذا كانت السلسلة التالية:

(| | + | |) 
  تقاربية، لإن

= +    ,   = ( − )  
⟹ | | + | |  ≤ | | + | |  ≤ 2(| | + | |)   

  لتكن  .٢
 

]سلسلة من الدوال المعرفة من المجال  ,   الى مجموعة الاعداد المركبة. [
تتقارب تقارباً         تقاربية فان سلسلة الدوال                   اذا كانت السلسلة  - 

 منتظماً، لكن العكس غير صحيح.
]متصلة على المجال   اذا كانت الدوال   -  , تتقارب     وسلسلة الدوال        [

اً مستمرة على ستكون حتم ، فان هذه الدالة الأخيرة   تقارباً منتظماً الى الدالة
] المجال , ]. 

  لتكن [5] 2.1.1.نظرية
 cos ( )  ,  sin ( ) 

∋متسلسلتين دائريتين. لتكن   [0, ]  
)اذا كانت  )١ ى الصفر،  ( ارب ال ة، تناقصية، وتتق ة الموجب داد الحقيقي ن الاع متتالية م

ة  لة المثلثي إن السلس ق                      ف ال المغل ى المج اً، عل اً منتظم ارب تقارب تتق
[ , 2 − ]. 

‖ ‖   

 

 ( ) 
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)اذا كانت  )٢ ى الصفر،  ( ارب ال ة، تناقصية، وتتق ة الموجب داد الحقيقي ن الاع متتالية م
ة         لة المثلثي ان السلس ق                  ف ال المغل ى المج اً، عل اً منتظم ارب تقارب تتق

[ , 2 − ]. 
  

  معاملات فورييه  2.2
  معاملات فورييه الأسية [1] 2.2.1
∋لتكن  ∋  و   ( ,    عدد صحيح. العدد المركب التالي: (

1
2  ( )  

م  ي رق ه الأس ل فوريي مى معام ة   يس ه للدال ز ل الرمز، ونرم )ب الرمز  ( اً ب أو أحيان
( ) .  

ة:  ة ملاحظ ت الدال دد  اذا كان ة، والع <دوري ة  0 أن الدال رض ب ا. لنف ل دورة له يمث
,0]مستمرة قطعياً على المجال  م [ ة   . في هذه الحالة، معامل فورييه الأسي رق ، للدال

)للدالة:   هو معامل فورييه الأسي رقم  )   ، وهو العدد المركب التالي:=

( ) = 1 ( )  

  
  بعض الخصائص العامة لمعاملات فورييه الأسية

∋لتكن  ( , )  
  ، لدينا: ∋) لكل عدد حقيقي ١

( ) = 1
2 ( ) = 1

2  ( )  

)لإن الدالة  ) ∈ ( , )  

 ( ) 
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⟹ ( ) = 1
2 ( )  

  ) لدينا:٢
∧( ) = ( ) = (− ) 

  لإن:
∧( ) = 1

2 ( )  = 1
2   ( )  

∋لكل  )٣ ( ,   بالشكل التالي: ، لنعرف الدالة (
∀ ∈   , ( ) = (− ) 

  لدينا:

∀∈    , ∧(n) = 1
2   (− ) . = 1

2   ( )

= (− ) 
=لقد إستعملنا المتغير الجديد:  −.  

∋لتكن  )٤ ( ,   . لنعرف الدالة ∋و  (
∀ ∈   , ( ) = ( + ) 

 لدينا:
∀ ∈   , ( ) = (n) 

  
∋) ليكن ٥ ( , ) ،g ∈ ( , λو  (   لدينا:، ∋

∀ ∈     , λf + g = λ ( ) + (g) 
 

 
  ) لدينا:٦
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∀ ∈   , (n) ≤ 1
2 ( ) = 1

2 | ( )| = ‖ ‖   

⟹ ∀ ∈   , (n) ≤ ‖ ‖  ≤  ‖ ‖  ≤  ‖ ‖  
  
  

∋لتكن  [3] 2.2.1.نظرية  ( , مستمرة ومن  ، لنفترض بأن الدالة (
∋قطعيا، لتكن  الصنف  ( , ، لدينا الحقيقة  شبه مشتقة للدالة  (
  التالية:

∀ ∈     , ( ) = ( ) ( ) 
 

∋لتكن  2.2.2.نظرية  ( ,   ، لدينا:(
١(   

( ) ↣ 0     , (− )  ↣ 0 
  قطعيا، لدينا: من الصنف  إذا كانت  )٢

( ) ↣ 0   ,   (− ) ↣ 0    
∋ ليكن:  [5] 2.2.3.نظرية  ( , ∋ و( ( , )   

∀n ∈ z    , ( ∗ g) = ( ) × (g) 
  

  معاملات فورييه المثلثية 2.2.2
∋لتكن  ∋ و ( ,   عدد طبيعي، الأعداد المركبة التالية: (

( ) = 1 ( )    ,
2

0
( ) = 1 ( ) cos( )    ,

2

0
( ) = 1 ( ) sin( )   

2

0
 

  .تسمى بـ: معاملات فورييه المثلثية للدالة 
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ة: ة  -ملاحظ ت الدال دد  إذا كان ة، والع <دوري ة  0 أن الدال رض ب ا، لنف ل دورة له يمث
,0]المستمرة قطعياً على المجال  ة [ ة للدال ه المثلثي ي ، في هذه الحالة، معاملات فوريي ، ه

)معاملات فورييه المثلثية للدالة:  ) = (   ، وهي الأعداد المركبة التالية:(

( ) = 2 ( )    ,
0

( ) = 2 ( ) cos 2    ,
0

( )

= 2 ( ) sin( 2 )   
0

 
  بعض الخصائص العامة لمعاملات فورييه المثلثية

∋لتكن   ( , ).  
 ، لدينا:∋لكل عدد حقيقي  )١

( ) = 1 ( )    ,
+2

( ) = 1 ( ) cos( )    ,
+2

( )

= 1 ( ) sin( )   
+2

 

⟹ ( ) = 1 ( )    ,
−

( ) = 1 ( ) cos( )    , ( )

= 1 ( ) sin( )   
−

 
ت  )٢ ∋إذا كان ( , ة  ( ة للدال ه المثلثي املات فوريي إن مع ة، ف ة حقيقي  دال

 تكون جميعها أعداد حقيقية.
∋لتكن  )٣ ( , ).  

)زوجية، فإن الدالة  إذا كانت الدالة  -  ) sin(   ستكون فردية وبالتالي: (
∀n ≥ 1    , ( ) = 1 ( ) sin( )    ,

−
( ) = 0 

)أما دالة  -     ) cos(   فستكون زوجية، وبالتالي: (
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∀n ≥ 0    , ( ) = 1  ( ) cos( ) = 2  ( ) cos( )  
0

   

)فردية، فإن الدالة  إذا كانت الدالة  -  ) (   ستكون فردية، وبالتالي: (
∀n ≥ 0    , ( ) = 1  ( ) cos( ) = 0  

−
 

)أما الدالة  ) sin(   فستكون زوجية، وبالتالي: (
∀n ≥ 1    , ( ) = 1  ( ) sin( ) = 2  ( ) sin( )  

0
  

−
 

  لدينا: )٤
( ) = +

2  , sin( ) = −
2  

⟹ ( ) = 1  ( ) = 2 0( ) 
2

0
 

( ) = 1  ( ) cos( ) = ( ) + −  ( )
2

0
 

( ) = 1  ( ) sin( ) = −  ( ) − ( )2

0
= ( ( ) − − ( )) 

  لدينا: )٥
( ) = ( ) + ( ) ⟹ ( ) ↣ 0 
( ) = ( ( ) − ( )) ⟹ ( ) ↣ 0 

  سلسلة فورييه - مجموعة فورييه 2.3
∋ لتكن ( , )  

  التالي ةكثير الحدود المثلثي )١
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( )( ) = ( )

= ( )
2 + ( ( ) )( ) + ( )sin ( )) 

  .للدالة  يسمى بمجموعة فورييه من الرتبة 
  سلسلة الدوال التالية )٢

(0) + ( ( ) = (− ) )

= ( )
2 + ( ( ) cos( ) + ( ) sin( )) 

 .تسمى بسلسلة فورييه للدالة 
  تقارب سلسلة فورييه 2.4

  لتكن [3] 2.4.1.نظرية 
C + (C + C ) 

  سلسلة مثلثية.
  ، فإن:إذا كانت هذه السلسلة المثلثية تتقارب تقاربا منتظما إلى الدالة 

١( ∈ ( , ) 
  لدينا:  )٢

∀n ∈     , ( ) = C , ∀n ∈     , (− ) = C  
  إثبات النظرية 

  الحدود المثلثية:، كثيرة بحكم أنه لكل عدد طبيعي  -١

P ( ) = C + C + C  
 إلى الدالة  يمثل دورة لها، وتتقارب تقاربا  منتظما 2مستمرة ودورية، والعدد 

يمثل دورة لها يعني،  2ستكون بدورها مستمرة ودورية، والعدد   فإن الدالة، 
∈ ( , )  
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  ، لدينا: لكل عدد صحيح   -٢
∀ ∈   , ( ) − ( ) = | ( ) − ( )| 

)وبالتالي، متتالية الدوال  تتقارب تقارباً منتظما للدالة  (
(   ، ومن ثم لدينا:(

 ( ) −  ↣+∞   ( ) −  

⟹ 1
2  

2

0
( )  ↣  1

2  
2

0
( ) = ( ) 

  يحقق الشرط: Nلكن لكل عدد طبيعي
| | ≤  

  لدينا:

⟹ 1
2  

2

0
( ) =  

⟹ ∀ ∈  , ( ) =  
 

,تقارب سلسلة فورييه في الفضاء  2.4.1 ‖. ‖  
  )Bessel`s Inequalityمتراجحة بيسال (

∋نظرية تمهيدية لتكن  ( , : الفضاء الاتجاهي الجزئي المولد ليكن  (
  بالمجموعة التالية:

= / ∈ {− , … , }  
هو مجموعة كثيرات الحدود المثلثية التي درجتها تكون أصغر أو تساوي العدد  يعني، 

  لدينا:  الطبيعي
١( (  - التالي:التي تحقق الشرط  هي كثير الحدود المثلثية الوحيدة في  (

∀ ∈    , [ − ( )] ⊥  
  ، لديناN) لكل عدد طبيعي ٢
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^( ) ≤ ‖ ‖  
 

  المتتالية التالية: [1] 2.4.2.نظرية 

( )  
الذي تتقارب إليه  دمتتالية تزايدية ومحدودة، وبالتالي ستكون حتما تقاربية، لنرمز للعد

  بالرمز التالي

lim→ ( ) = ( ) = 
  لدينا الحقيقة التالية:

( ) ≤ ‖ ‖  
  )Bessel`s theoremهذه المتراجحة تسمى بمتراجحة بيسال (

  )Parseval`s theoremنظرية برسفال (
∋لتكن  ( ,  ، لدينا(

( ) = ‖ ‖  
  
  

∋) ١ 2.4.1.ملاحظة  ( ,   نظرية برسفال بالنسبة للمعاملات المثلثية  (
  كالتالي:

| |
4 + | | + | |

2 = ‖ ‖  



 

26 

  .المعاملات المثلثية للدالة  و  حيث 
ة ٢ دد  ) لقد ذكرنا سابقا انه إذا كانت الدال ة، والع <دوري ت  0 ا، وإذا كان ل دورة له يمث

,0]هذه الدالة مستمرة قطعياً على المجال  م [ ي رق ه الأس ل فوريي ة، معام  ، في هذه الحال
ة ، هو معامل فورييه الأسي رقم للدالة  ) .للدال ) ب = دد المرك و الع ، وه
  التالي:

( ) = 1 ( )  

  بالتالي نظرية برسفال تصبح في الشكل التالي:

= 1 | ( )| = | ( )|  

∋لتكن  2.4.3.نظرية  ( ,   ، لدينا:(
‖ − ( )‖  ↦ 0 

  
  التقارب البسيط لسلسلة فورييه 2.4.2

  Dirichlet( [5]نظرية ديريكله (
∋لتكن  ( ,   : ليكن ∋و (

= ( ) + ( )
2  

  إذا كانت النهاية التالية:
lim→

( + ) + ( − ) − 2  
  عددا مركبا، فإن:موجودة وتكون 

lim→ ( )( ) =  
  

∋لتكن   2.4.5.نظرية  ( ,   .∋و  (
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  إذا كانت النهايتين التاليتين:
lim→

( + ) − ( ),      lim→
( + ) − ( )  

 موجودتين، وكانتا عددين مركبين، فإن:
 lim⟼ ( )( ) = ( ) + ( )

2   
  النظرية ليكن:إثبات 

= ( ) + ( )
2  

  لو جمعنا النهايتين السابقتين، لحصلنا على:
lim→

( + ) + ( − ) − ( ) + ( ) =  lim→
( + ) + ( − ) − 2   

  موجودة، وتكون عددا مركبا وبالتالي، حسب النظرية السابقة، فإن:
lim⟼ ( )( ) = = ( ) + ( )

2   
  في نص ديريكله، الشرط: 2.4.3.ملاحظة 

lim→
( + ) + ( − ) − 2   

  ضروري لصحة النظرية وإذا نجح عالم الرياضيات الالماني دوبوا ريمون
 (Du Bois- Reymond)  م في إيجاد دالة متصلة ١٨٧٦سنة∈ ( , ، لكن (

  .0في سلسلة فورييه لهذه الدالة لا تتقارب عند النقطة 
  التقارب الطبيعي لسلسلة فورييه 2.4.3.
∋لتكن   2.4.6. نظرية  ( , ة ( أن الدال نف  ، لنفرض ب ن الص لة وم  متص

  .تتقارب تقاربا طبيعيا للدالة  المتقطعة، لدينا سلسلة فورييه للدالة 
  التقارب المنتظم لسلسلة فورييه 2.4.4

∋إذا كانت سلسلة فورييه للدالة  ( , ة  ( ا للدال ة  تتقارب تقاربا منتظم د نقط عن
ة   ة  فحتما، ستكون الدال ذه النقط د ه تمرة عن دوال مس )، لإن ال ي دوال  ( ه

س صحيح؟    ، عند النقطةالخصوص وجه وعلى مستمرة عند جميع نقاط  ل العك ن ه لك
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∋يعني، إذا كانت  ( , ، فهل يوجد مجال  ضمن نقاط استمرار الدالة وكانت  (
]مغلق  − , + ذه  تتقارب تقاربا منتظما للدالة  بحيث سلسلة فورييه للدالة  [ ى ه عل

  المجال؟ لنبدأ بالمثال التالي: 
ℎمثال: لتكن الدالة  ∈ ( ,   ، الفردية، المعرفة بالشكل التالي:(

∀ ∈ (0, ) , ℎ( ) = −
2  

−، مستمرة عند جميع النقاط الة من الصنف إنها د 2  
∀ ∈    , ℎ(2 ) = ℎ(0) = 0 

∀ ∈    , ℎ[(2 ) ] = ℎ(0 ) = 2    , ℎ[(2 ) ] = ℎ(0 ) = − 2  
ℎللدالة  ، معاملات فورييه المثلثية  ∈ ( , فردية،  ℎ، بحكم أن الدالة (

∀ فأن: ∈   , = 0     
∀ ∈ , = 2 ℎ( )sin ( ) = 1 ( − )sin ( )  

= 1 − ( − )cos ( ) + 1 (−1) cos ( )  

= 1 − 1 [sin( )] = 1         
  الخلاصة

∀ ∈  , = 0  ,   ∀ ∈    ,   = 1  
ℎسلسلة فورييه للدالة  ∈ ( ,   ، هي السلسلة التالية:(

sin ( ) 
لقد أثبتنا سابقا، بان هذه السلسلة المثلثية تتقارب تقاربا منتظما على كل مجال مغلق 

[ + 2 , 2( + 1) − ∋، حيث أن [ [0, من جهة اخرى حسب نظرية  [
  ديريكله، لدينا:
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∀ ∈ [ + 2 , 2( + 1) − ] , (ℎ)( ) = sin ( )
⟼

ℎ( ) + ℎ( )
2 = ℎ( ) 
على كل مجال مغلق  ℎتتقارب تقاربا منتظما للدالة  ℎ فورييه للدالةوبالتالي سلسلة 

[ + 2 , 2( + 1) − ∋حيث ان  [ [0, ].  
  هذ المثال سيساعدنا على إثبات النظرية التالية:

ة  تكن    2.4.7.نظري ∋ل ( , ة  ( أن الدال نف  لنفرض ب ن الص ا،  م قطعي
ة  سلسلة فورييه للدالة  ا للدال وي  تتقارب منتظم دودة لا تحت ق ومح ال مغل ل مج ى ك عل

  .نقاط عد استمرار للدالة 
  ∋تقارب مجاميع فيجر بالنسبة للدوال   2.4.5.

  مجموعة فيجر للدالة
∋ لتكن 2.4.1.تعريف  ( ,   :ةالتالي ةالحدود المثلثي ةكثير (

( )( ) = 1 ( )( ) 
). الرمز من الرتبة  مجموع فيجر للدالة بيسمى  )( يعني مجموع فوريه للدالة  (

  .من الرتبة  
∋لتكن [7]  . 2.4.8نظرية  ( ,   . لدينا(

( )( ) = 1 ( )( ) = ( ∗ )( ) 
  .يعني نواة فيجر من الرتبة   حيث أن الرمز 

  إثبات النظرية لدينا:
( )( ) = 1 ( )( ) = 1 ( ∗ )( ) = 1 ∗ ( ) = ( ∗ )( ) 

  
  

ة فيجر ( تكن Fejer`s theorem ( [5]نظري ∋ل ( , رات  ( ة كثي دينا: متتالي ل
)الحدود المثلثية  ) = ( ∗   .تتقارب منتظما للدالة  (
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  :ةللدوال الغير المستمرة، لدينا النظرية التالي بالنسبةالتقارب البسيط لمجاميع فيجر 
  

∋لتكن   2.4.9.نظرية  ( ,   ، لدينا:∋و  (
( )( ) ⟼

( ) + ( )
2  
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  الفصل الثالث
  بعض التطبيقات لسلاسل فورييه

  بعض القيم لدالة ريمان،  نوضحفي هذا الفصل نقدم بعض من تطبيقات سلاسل فورييه،     
  دالة ريمان [6] 3.1

  المسألة الاولىسنحل في البداية المسألتين التاليتين: 
∋لتكن الدالة  ( ,   فردية، المعرفة بالشكل التالي: (

∀ ∈ (0, ), ( ) = 1 
 .  ييه المثلثية للدالةرابحث عن معاملات فو )١
  أن:  استنتج )٢

4 = (−1)
2 + 1 

  أن: استنتج )٣

6 = 1  
  حل المسالة الاولى

  فردية لدينا: بحكم أن الدالة  )١
( ) = 0, ( ) = 2 sin( ) = 2 (1 − (−1) ) 

⟹ ( ) = 0, ( ) = 0,     ( ) = 4
(2 + 1) 

∋بحكم أن الدالة  )٢ ( , كله، لأنها من الصنف ي، وتحقق شروط نظرية دير(
ة   ان الدال ا، ف ي: قطعي ا، يعن ة به ه الخاص لة فوريي ا سلس اوي حتم   تس

∀ ∈ , ( ) = 4
(2 + 1) sin ((2 + 1) ) 
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⟹ 2 = 1 = 4
(2 + 1) sin (2 + 1) 2  

⟹ 1 = 4
(2 + 1)  (−1)  

⟹ 4 = (−1)
(2 + 1)   

  نستعمل نظرية برسفال للدالة  )٣
‖ ‖ = | |

2   

⟹ 1 = 1
2

4
(2 + 1)  (−1)  

⟹ 1 = 8
(2 + 1)  

⟹ 8 = 1
(2 + 1)  

  لكن، المجموع: 

= 1 = 1
(2 ) + 1

(2 + 1)  

= 1
4

1 + 8  

= 1
4 + 8  
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⟹ = 1
4 + 8  

⟹ 3
4 = 8  

⟹ = 1 = 6  
∋لتكن الدالة  المسألة الثانية ( ,   بالشكل التالي:، المعرفة (

∀ ∈ [− , ],   ( ) =  
 .ابحث عن معاملات فورييه المثلثية للدال  )١
  استنتج ان: )٢

12 = (−1)  
  استنتج ان: )٣

90 = 1  
  حل المسألة الثانية

  زوجية، لدينا: بحكم ان الدالة  )١
( ) = 2 ( ) = 2

3 ,    ( ) = 2 cos( ) = 4 (−1) ,   ( ) = 0 
∋بحكم ان الدالة  )٢ ( , ، وتحقق شروط نظرية ديريكله، لانها من الصنف (

  تساوي حتما سلسلة فورييه الخاصة بها، يعني: قطعياً، فان الدالة  

∀ ∈ ,    ( ) = 3 + 4  (−1) cos ( ) 

⟹ (0) = 0 = 3 + 4  (−1)  
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⟹ − 3 = 4  (−1)  

⟹ 12 = (−1)  
  .نستعمل نظرية برسفال للدالة  )٣

‖ ‖ = | |
4 + | |

2   

⟹ 1
2 = 9 + 1

2
4  (−1)  

⟹ 5 = 9 + 1
2

4   

⟹ 5 − 9 = 4
45 = 8  

⟹ 90 = 1  
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