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  الاهداء
  نهدي ثمرة هذا البحث الى من بلغ الرسالة وادى الامانة  ونصح الامة الى النبي الهاشمي نبي الرحمة 

  محمد (صلى ا عليه وسلم)
والى من كلله ا بالهيبة والوقار والى من علمني العطاء دون انتظار الى من احمل اسمه بكل افتخار 

    وكلماته كالنجوم اهتدي بها اليوم وفي الغد والى الابدالى قدوتي في الحياة الى من ستبقى نصائحه 
  )والدي الحبيب(

الى من ضحت وربت وسهرت الليالي الى من افضلها على نفسي والى بسمتي في الحياة الى من لم 
      اجد كلاماً يعبر عنها ويفي بوصفها الى من كان دعائها ولا زال يرافقني هو سر في نجاحي

   )ي الحبيبةتوالد(
  الى من هم السند والعضد والقلوب الطاهرة والنقية الرقيقة الى النفوس البريئة الى رياحين حياتي

  )اخوتي واخواتي الاعزاء( 
الى من كل وقف على منابر العلم واعطى حصيلة فكر لينير طريقنا الاساتذة الكرام اهداء الى 

    )أ.د رحاب عامر كامل(  مشرفتي الدكتورة 
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  والتقديرالشكر 
  

والدين ونثني ثناء حسن ووفاء وتقدير واعترافاً  العقل ةنشكر الله العلي القدير الذي انعم بنعم
منا بالجميل نتقدم بجزيل الشكر لأولئك المخلصѧѧين الѧѧذيم لѧѧم يѧѧذخروا جهѧѧداً فѧѧي مجѧѧال البحѧѧث 

نѧѧى الحيѧѧاة اساتذتنا الكرام كل التبجيل والتѧѧوقير لكѧѧم يѧѧا مѧѧن صѧѧنعتم المجѧѧد وبفضѧѧلكم فهمنѧѧا مع
حيѧѧѧث اسѧѧѧتقينا مѧѧѧنكم العلѧѧѧوم والمعѧѧѧارف والتجѧѧѧارب وفضѧѧѧلكم عرفنѧѧѧا البحѧѧѧث علѧѧѧى الجѧѧѧوهر 
والمضمون وبفضلكم وجدنَ لما مكانة في الحياة فأنتم لم تعلمونѧѧا حرفѧѧاً واحѧѧداً بѧѧل بمجهѧѧودكم 
تعلمنا الحياة ولابد لنا ونحن نخطو خطوتنا الاخيرة في الحيѧѧاة الجامعيѧѧة مѧѧن وقفѧѧة نعѧѧود فيهѧѧا 

اعوام قضيناها في رحاب الجامعية مع اساتذتنا الكرام الذين قدموا لنا الكثير باذلين بذلك  الى
مجهѧѧوداً كبيѧѧراً فѧѧي بنѧѧاء جيѧѧل الغѧѧد وقبѧѧل ان نمضѧѧي لا يسѧѧعنا سѧѧوى ان نتقѧѧدم بأسѧѧمي الشѧѧكر 
والامتنان والتقدير والمحبة الى اللذين حملوا اقدس رسالة في الحياة الى اللذين مهدوا طريѧѧق 

  م والمعرفة.العل
ونخص بالشكر والتقدير مشرفة البحث الدكتورة (رحاب عامر كامل) لجهودهѧѧا المبذولѧѧة     

معنѧѧا وكѧѧذلك نخѧѧص بالشѧѧكر رئاسѧѧة جامعѧѧة بابѧѧل والسѧѧيد عميѧѧد كلѧѧة التربيѧѧة للعلѧѧوم الصѧѧرفة 
    ورئاسة قسم الرياضيات وأساتذة قسم الرياضيات.



iv  

  المحتويات جدول
  الصفحة  الموضوع

  iv  والرموز العامة المحتوياتقائمة 
  vii  الملخص
 ١  المقدمة

 ١  مفاهيم اساسية -١
 ٣  الدوال الدورية ١-١
٢-١  ً  ٥  الدوال المستمرة قطعيا
٣-١  ً  ٦  الدوال القابلة للاشتقاق قطعيا
ً  ܥالدالة من الصنف  -ܥالدالة من صنف  ٤-١  ٧  قطعيا
,ߨଶܿܲبعض خصائص المجموعات  ٥-١ ,ߨଶܦ  ٩  ߨଶܥ
,ߨଶܦالجداء الداخلي في الفضاءات  ٦-١ , ߨଶܥ ܲܿଶ١٢   ߨ 
,ߨଶܿܲالتعامد في الفضاءات  ٧-١ ,ߨଶܦ  ١٤  ߨଶܥ
.| |النظيم  ٨-١ | |ଵ   والنظيم| |. | |ஶ  ١٤ 
 ١٥  كثيرة الحدود المثلثية ٩-١
 ١٥  تعريف كثيرة الحدود المثلثية ١-٩-١
 ١٥  المثلثيةبعض خصائص كثيرات الحدود  ٢-٩-١
 ١٦     kernel (Dirichlet( نواة دير يكله  ٣-٩-١
 ١٧  ) kernel Fejerنواة فيجر ( ٤-٩-١
݂سلاسل فورييه للدوال  -٢ ∈  ١٩  ଶగܥܲ
 ١٩  السلاسل المثلثية ٢-١
 ١٩  تعريف السلاسل المثلثية ٢-١-١
 ١٩  تقارب السلاسل المثلثية  ٢-١-٢
 ٢٢  معاملات فورييه  ٢-٢
 ٢٢  معاملات فورييه الاسية ٢-٢-١
 ٢٥  معاملات فورييه المثلثية ٢-٢-٢
 ٢٧  سلسلة فورييه –مجموع فورييه  ٢-٣
 ٢٨  تقارب سلسلة فورييه ٢-٤
ଶగܥܲتقارب سلسلة فورييه في الفضاء  ( ٢-٤-١ , | |. | |ଶ(  ٢٩ 
 ٣٣  التقارب البسيط للدالة الفورييه ٢-٤-٢
 ٣٤  التقارب الطبيعي لسلسلة فورييه ٢-٤-٣
 ٣٥  التقارب المنتظم لسلة فورييه ٢-٤-٤
݂تقارب مجاميع فيجر بالنسبة للدوال  ٢-٤-٥ ∈  ٣٦  ଶగܥ



v  

 ٣٨  بعض تطبيقات لسلاسل فورييه  -٣
 ٣٨  دالة ريمان  ٣-١

 39  المصادر
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  جدول الرموز العامة
  

  مجموعة الاعداد الطبيعية  N  عنوانه الرمز
N* ما عدا الصفر مجموعة الاعداد الطبيعية  

Z مجموعة الاعداد الصحيحة  
R مجموعة الاعداد الحقيقية  
C مجموعة الاعداد المركبة  

C(R,C)  مجموعة الدوال المستمرة منR  الىC 
,ࡾ)࣊ ,(  Cالى  Rمجموعة الدوال المستمرة والدورية من  ࣊

,ࡾ)࣊ࡰ ,( ݂مجموعة الدوال  ࣊ࡰ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   والتي تحقق شرط ديريكله (ܥ
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  الملخص
  

إن الهدف مѧѧن هѧѧذا البحѧѧث هѧѧو دراسѧѧة سلاسѧѧل فورييѧѧه للѧѧدوال الدوريѧѧة المتقطعѧѧة الإتصѧѧال     
وبعض تطبيقاتها. يتكون البحث من ثلاث فصول الفصل الاول يقدم بعѧѧض المفѧѧاهيم الأساسѧѧية 
الضѧѧرورية فѧѧي هѧѧذا البحѧѧث. الفصѧѧل الثѧѧاني مخصѧѧص لدراسѧѧة سلاسѧѧل فورييѧѧه وخواصѧѧها 

  لفصل الثالث فيعرض بعض التطبيقات.ومختلف أنماط تقاربها. أما ا
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  المقدمة
  

 لتمثيل غيركافية كانت القوى سلاسل أن البارزون ياضياترال علماء أدرك ، عشر الثامن القرن طوال
 من كل الرياضية ياء الفيز مشاكل قادت ولقد .السلاسل من مختلف نوع إلى حاجة هناك وأن الدوال،
 إلى    (D’Alembert)دالمبير و (Lagrange) أولر ،(Euler)  لاجرانج،  (Bernoulli) برنولي
 .)مثلثية دوال ، حدودها(مثلثية سلاسل بواسطة الدوال تمثيل إمكانية حول بشدة التساؤل

  .التحليل تطوير في عائق شكلت التي الأزمات أحد النقاش هذا أثار 
  

 والفيزيѧѧاء الرياضѧѧيات عѧѧالم أعلѧѧن ، 1807 ديسѧѧمبر مѧѧن 21 يѧѧوم الفرنسѧѧية للأكاديميѧѧة تنسѧѧى لا جلسѧѧة في
 دالѧѧة كѧѧل أن  فورييѧѧه إدعѧѧى حيث .ياضياترال تاريخ في جًديداً فصلا بدأت أطروحة عن فورييه يفزجو

 جيѧѧب الجيѧѧب، دوال مѧѧن كهѧѧا الѧѧى مجمѧѧوع مكѧѧونتفكي يمكѧѧن .”محѧѧددة منطقѧѧة يحد” بياني رسم بأي معرفة
 .النظرية هذه أنذاك والتحكيم التقييم لجنة عارضت الدورية، التمام

  
 يكѧѧن لѧѧم نفسѧѧه هѧѧو أنѧѧه مѧѧن الѧѧرغم علѧѧى تمامѧѧًا، يبѧѧرره ما له كان فورييه إدعاء أن لاحقا الدراسات أظهرت

 مѧѧع للتعامѧѧل المطلوبѧѧة الدقيقѧѧة الأدوات يمتلѧѧك يكن لم لإنه عليه، للبرهان الدقيقة التفاصيل تقديم على قادرًا
 .لانهائية سلسلة

 حجѧѧر أصѧѧبحت أنهѧѧا إلا الحѧѧرارة، إنتشѧѧار مسѧѧألة دراسة كان السابقة النظرية من فورييه هدف الحقيقة في
 عѧѧام المائѧѧة علѧѧى عميѧѧق تѧѧأثير لهѧѧذا كѧѧان حيث البحتة، ياضياترال عالم في الإكتشافات من للعديد ية الزاو
والتعريف الحѧѧديث للدالѧѧة   الجبرية، أصفاده من الدالة تعريف تحرير تم فقد الرياضي، البحث من تلتها التي

 قابلѧѧة” دالѧѧة مفهѧѧوم حѧѧدد  الѧѧذي(Riemann) وريمѧѧان    Dirichlet)( يكلѧѧه ديѧѧر عمѧѧل خѧѧلال مѧѧن ظهѧѧر
 حيѧѧث عشѧѧر التاسѧѧع القѧѧرن طѧѧوال والتحسѧѧينات الجاد، العمل من كثير بعد لاحقا تعميمه تم والذي ”للتكامل

 (Lebesgue) .للتكامل لوبيغ بنظرية القرن توج
  

 لتسѧѧاوي الѧѧدوال علѧѧى الكافيѧѧة الشѧѧروط إيجѧѧاد نفسѧѧه، فورييѧѧه مѧѧن بدءاً  الرياضيات، علماء من العديد حاول
 الѧѧدوال، دوريѧѧة مѧѧن بѧѧدءاً  .واضѧѧحة  يةرالضѧѧرو الشѧѧروط بعض .نقطة كل عند بها الخاصة فورييه سلسلة
 هѧѧذه تضѧѧمن كافيѧѧة شѧѧروط إيجѧѧاد فѧѧي يكلѧѧه ديѧѧر نجѧѧح ولقѧѧد .يѧѧة دور فورييѧѧه سلسѧѧة حѧѧدود لإن راجѧѧع وهѧѧذا

 .الدوال من كبيرة مجموعة الشروط هذه غطت المساواة،
  

 يتكѧѧون  .تطبيقاتهѧѧا وبعѧѧض قطعيѧѧا المسѧѧتمرة الدورية للدوال فورييه سلاسل دارسة هو ،البحث من الهدف
 :فصول ثلاثة من البحث 
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 قطعيا للإشتقاق القابلة والدوال قطعيا، المستمرة الدوال ية، الدو الدوال من لكل مفهوم يقدم :الأول الفصل
  ها .وخصائص المثلثية الحدود كثيرات إلى التطرق تم ذلك إلى بالإضافة الأساسية، التعاريف من وغيرها

  
 وبعѧѧض فورييѧѧه لمعѧѧاملات تعريѧѧف إلѧѧي نتطرق  ثم عموما، المثلثية للسلاسل مفهوم نوضح :الثاني الفصل

 تم ولقد .الأصلية بالدالة علاقتها و السلاسل، هذه تقارب مسألة ودراسة فورييه لسلاسل تعريف خواصها،
 .)...فيجر، ديركليه، برسفال، بيسال،( ياترنظ عدة إلى الإطار هذا في التطرق

  
  .ريمان لدالة القيم بعض إيجاد منها التطبيقات بعض في فورييه سلاسل إستخدام يوضح :الثالث الفصل

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  الفصل الاول
  مفاهيم اساسية

  
سنعرض في هذا الفصل مجموعѧѧة مѧѧن التعѧѧاريف والمفѧѧاهيم التѧѧي لابѧѧد مѧѧن الالمѧѧام بهѧѧا قبѧѧل     

المѧѧرور الѧѧى سلاسѧѧل فورييѧѧه، كمѧѧا سѧѧنقدم بعѧѧض النتѧѧائج التѧѧي سѧѧتفيدنا فѧѧي إثبѧѧات العديѧѧد مѧѧن 
  النظريات في الفصل الثاني.

  
  الدوال الدورية 1.1
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الѧѧى مجموعѧѧة الاعѧѧداد  R، سѧѧنهتم بالѧѧدوال مѧѧن مجموعѧѧة الاعѧѧداد الحقيقيѧѧة السكشѧѧن افي هذ    
  .Cالمركبة 
الѧѧى مجموعѧѧة الاعѧѧداد  Rدالѧѧة مѧѧن مجموعѧѧة الاعѧѧداد الحقيقيѧѧة  ݂لѧѧتكن [1]   ..1.1.1تعريѧѧف 
إذا  ݂للدالѧѧة  ةيمثѧѧل دور ܶل بѧѧأن العѧѧدد الحقيقѧѧي وعѧѧددا حقيقيѧѧاً موجبѧѧاً. نقѧѧ ܶ. ليكن Cالمركبة 

   الشرط التالي:تحقق 
ݔ∀ ∈ ݔ)݂    ,    ܴ + ܶ) =  (ݔ)݂

 
݊، فإنه لكل عѧѧدد صѧѧحيح ݂يمثل دورة للدالة  ܶمن الواضح بأنه، إذا كان        ∈ العѧѧدد ،  ܼ

 ଶܶ و ଵܶ . مѧѧن الواضѧѧح كѧѧذلك بأنѧѧه، اذا كѧѧان كѧѧل مѧѧن ݂للدالѧѧة يمثѧѧل كѧѧذلك دورة  ܶ݊الحقيقي 
ଵܶ ، فإن ݂يمثل دورة للدالة  +  ଶܶ  ݂يمثل كذلك دورة للدالة.  

< ܶدورية، إذا وجد عدد حقيقي موجب ݂نقول بأن الدالة  1.1.2.تعريف    ، بحيث : 0
ݔ∀ ∈ ݔ)݂    ,    ܴ + ܶ) =  (ݔ)݂

، يكفينѧѧا دراسѧѧة الدالѧѧة ݂، فإنه لدراسة الدالة ݂يمثل دورة للدالة  ܶدورية، و  fإذا كانت الدالة 
  .ܶ هعلى مجال طول݂
  
  

  أمثلة:
لكѧѧل  ةيمثѧѧل دور ߨ2دوال دورية، لإن العدد الحقيقي  (ݔ) sinو  (ݔ) cosالدوال المثلثية  )١

 منهما.
.௫݁الدالة  )٢ = cos(ݔ) + ݅ sin (ݔ)  يمثل دورة  لها. ߨ2دورية، لإن العدد الحقيقي 
݊لكѧѧѧل عѧѧѧدد حقيقѧѧѧي  )٣ ≠ دوال دوريѧѧѧة، لإن  (ݔ݊) sinو  (ݔ݊) cos، الѧѧѧدوال المثلثيѧѧѧة 0

ଶగالعدد الحقيقي 
 .يمثل دورة لكل منهما 

݊لكل عدد حقيقѧѧي  )٤ ≠ ௫݁، الدالѧѧة 0 = cos(݊ݔ) + ݅ sin (݊ݔ)  ددѧѧة، لإن العѧѧدوري
ଶగالحقيقي 

 .يمثل دورة لها 
 لتكن الدالة التالية: )٥

ேܲ(ݔ) =  ݁௫ܥ
ୀே

ୀିே
 

  
تسѧѧمى كثيѧѧرة حѧѧدود  (ݔ)ேܲيمثѧѧل دورة لهѧѧا. الدالѧѧة  ߨ2العدد الحقيقѧѧي  لأنهذه الدالة دورية، 

  مثلثية.
< ܶالعѧѧدد إذا كѧѧان  [2] 1.1.3.نظريѧѧة  ، فإنѧѧه لكѧѧل عѧѧدد حقيقѧѧي (ݔ)݂يمثѧѧل دورة للدالѧѧة  0

ܽثابت  ≠   ، الدالة التالية:0



 

4 

(ݔ)݃ =  (ݔܽ)݂
்دالة دورية كذلك، والعدد 

  (ݔ)݃يمثل دورة للدالة =   .(ݔܽ)݂
، فѧѧإن الدالѧѧة ݂يمثل دورة للدالѧѧة  ܶدورية، و  ݂نتيجة مباشرة للنظرية السابقة إذا كانت الدالة 

  التالية:
(ݔ)݃ = ݂( ܶ

ߨ2  (ݔ
يمثѧѧل دورة لهѧѧا. لإثبѧѧات ذلѧѧك، يكفينѧѧا إختيѧѧار  ߨ2سѧѧتكون حتمѧѧاً دالѧѧة دوريѧѧة، والعѧѧدد الحقيقѧѧي 

ܽ = ்
ଶగ .في النظرية السابقة  

(ݔ)݃فѧѧي النظريѧѧة السѧѧابقة، الدالѧѧة الجديѧѧدة  1.1.4.ملاحظѧѧة  = ݂( ்
ଶగ ، قريبѧѧة جѧѧداً مѧѧن (ݔ

  . ݂ودراستها كافية تماماً لدراسة الدالة الأصلية  ݂الدالة الأصلية 
1.2 [4]  ً     الدالة المستمرة قطعيا

, ܽ]دالة من المجال  ݂لتكن  مسѧѧتمرة  ݂. نقول بأن الدالة Cالى مجموعة الأعداد المركبة  [ܾ
) إذا وجѧѧدت مجموعѧѧة منتهيѧѧة مѧѧن الأعѧѧداد Piecewise continuous functionقطعيѧѧاً (
  الحقيقية:

ܽ = ݔ  < ଵݔ  < ⋯ … … …  < ݔ  = ܾ 
  بحيث:

,  ݔ)تكѧѧѧѧѧѧѧѧѧون مسѧѧѧѧѧѧѧѧѧتمرة علѧѧѧѧѧѧѧѧѧى كѧѧѧѧѧѧѧѧѧل مجѧѧѧѧѧѧѧѧѧال:  ݂الدالѧѧѧѧѧѧѧѧѧة  -    وذلѧѧѧѧѧѧѧѧѧك لكѧѧѧѧѧѧѧѧѧل (ାଵݔ
 ݅ ∈ {0,1, … . ݊ − 1} 

݅لكل  -  ∈ {0,1, … . , ݊ −  ، النهاية التالية: {1
lim௫ → ௫శ

 (ݔ)݂
  .(ାݔ)݂تكون موجودة، وتكون عدداً مركباً، هذا العدد المركب نرمز له بـــ: 

݅لكل  -  ∈ {1, … ,  ، النهاية التالية:{݊
lim௫ → ௫ష

 (ݔ)݂
ିݔ)݂تكون موجودة، وتكون عدداً مركباً. هذا العدد المركب نرمز له بـــ:  ).  

݅لكل  -  ∈ {1, … . , ݊ − 1} 
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lim௫ → ௫శ
(ݔ)݂ ≠ lim௫ → ௫ష

 (ݔ)݂
݅هذا يعني بإختصѧѧار بأنѧѧه لكѧѧل  ∈ {0,1, … . ݊ − الѧѧى  (௫,௫శభ)݂/، يمكننѧѧا تمديѧѧد الدالѧѧة {1

ݔ]دالة مستمرة المجال المغلق   ,   .[ାଵݔ
    الدالة القابلة للإشتقاق قطعيا 1.3 [6] 

قابلѧѧة  f، نقѧѧول بѧѧأن الدالѧѧة Cإلѧѧى مجموعѧѧة الأعѧѧداد المركبѧѧة  [a,b]دالѧѧة مѧѧن المجѧѧال fلتكن     
  قطعيا إذا وجدت مجموعة منتهية من الاعداد الحقيقية: للإشتقاق

ܽ = ݔ < ଵݔ  < ⋯  < ݔ = ܾ  
  

  بحيث:
ݔ)تكѧѧѧѧѧѧѧون قابلѧѧѧѧѧѧѧة للإشѧѧѧѧѧѧѧتقاق علѧѧѧѧѧѧѧى كѧѧѧѧѧѧѧل مجѧѧѧѧѧѧѧال:  fالدالѧѧѧѧѧѧѧة  -  ,   وذلѧѧѧѧѧѧѧك لكѧѧѧѧѧѧѧل (ାଵݔ

 ݅ ∈ {0,1, … , n − 1} 
݅لكل  -  ∈ {0,1, … , n −  ، النهاية التالية {1

lim→௫శ
 (ݔ)݂

  (ାݔ)݂تكون موجودة، وتكون عددا مركباً، هذا العدد المركب نرمز له بـ: 
݅لكل  -  ∈ {0,1, … , n − lim௫→௫శ، النهاية التالية:  {1

(௫)ି(௫శ)
௫ି௫ 

  (ାݔ)ᇱ݂تكون موجودة وتكون عددا مركبا، هذا العدد المركب نرمز له بـ: 
݅لكل  -  ∈ {1, … , n}  :النهاية التالية ، 

lim௫→௫ష
 (ݔ)݂

ିݔ)݂تكون موجودة، وتكون عددا مركباً، هذا العدد المركب نرمز له بـ:  )  
݅لكل  -  ∈ {0,1, … , n −   ، النهاية التالية:{1

lim௫→௫ష
(ݔ)݂ − ିݔ)݂ )

ݔ − ݔ
 

ିݔ)ᇱ݂تكون موجودة وتكون عددا مركبا، هذا العدد المركب نرمز له بـ:  )  
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݅لكل  -  ∈ {0,1, … , n − 1} 
lim௫→௫శ

(ݔ)݂  ≠ lim௫→௫ష
 (ݔ)݂ 

lim௫→௫శ
(ݔ)݂ − (ାݔ)݂

ݔ − ݔ
≠ lim௫→௫ష

(ݔ)݂ − ିݔ)݂ )
ݔ − ݔ

 
݅هѧѧذا يعنѧѧي بإختصѧѧار بأنѧѧه لكѧѧل      ∈ {0,1, … , n −  (௫,௫శభ)݂/، يمكننѧѧا تمديѧѧد الدالѧѧة {1

ݔ]ل المغلق ادالة قابلة لإشتقاق على المجالى   ,   .[ାଵݔ
ً  Ckالدالة من الصنف  – Ckالدالة من الصنف  [6] 1.4     قطعيا
  عددا طبيعيا. kوليكن   Cإلى مجموعة الاعداد المركبة [a,b]من المجال  ݂ لتكن
 kقابلѧѧة للإشѧѧتقاق  ݂اذا كانت الدالة  [a,b]على المجال  Ckمن الصنف  ݂نقول بأن الدالة 1) 

,()݂، والدالѧѧة المشѧѧتقة رقѧѧم [a,b]مرة عند جميع نقاط المجѧѧال  مسѧѧتمرة عنѧѧد جميѧѧع نقѧѧاط   ݇
  .[a,b]المجال 

قطعيѧѧѧا، إذا وجѧѧѧدت مجموعѧѧѧة منتهيѧѧѧة مѧѧѧن الأعѧѧѧداد  Ckمѧѧѧن الصѧѧѧنف  ݂) نقѧѧѧول بѧѧѧان الدالѧѧѧة 2
ܽالحقيقية: = ݔ  < ଵݔ < ⋯ < ݔ = ܾ  

  بحيث:
ݔ)مѧѧرة عنѧѧد جميѧѧع نقѧѧاط المجѧѧال المفتѧѧوح   kللإشѧѧتقاق تكѧѧون قابلѧѧة  ݂الدالة  -   , ، و (ାଵݔ

,()݂الدالة المشتقة رقم  ݔ)تكون مستمرة عند جميع نقاط المجѧѧال المفتѧѧوح  ݇  , ، (ାଵݔ
݅وذلك لكل  ∈ {0,1, … , ݊ − 1}. 

݅ لكѧѧل -  ∈ {0,1, … , n −  kالѧѧى دالѧѧة قابلѧѧة للإشѧѧتقاق  (௫,௫శభ)݂/، يمكننѧѧا تمديѧѧد الدالѧѧة 1
ݔ]مѧѧرة عنѧѧد جميѧѧع نقѧѧاط المجѧѧال المغلѧѧق   , ، تكѧѧون k، ودالتهѧѧا المشѧѧتقة مѧѧن الرتبѧѧة [ାଵݔ

ݔ]مستمرة عند جميع نقاط المجال المغلق   ,  .[ାଵݔ
݅يعنѧѧي، لكѧѧل  ∈ {0,1, … , ݊ − علѧѧى المجѧѧال المغلѧѧق  Ckمѧѧن الصѧѧنف  g، توجѧѧد دالѧѧة {1
ݔ]  , = g/(௫,௫శభ) بحيث:  [ାଵݔ /݂(௫,௫శభ)  

   1.4.1.ملاحظة 
لها، نرمز لهѧѧا  ةدور ૈ  الدورية، والتي يمثل العدد الحقيقي مجموعة الدوال المستمرة) 1
,ࡾ)ૈ: بـ   ૈبـ:  ااو اختصار (
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لهѧѧا، نرمѧѧز  ةدور 2π) مجموعة الدوال مستمرة قطعيا والدورية، والتي يمثل العدد الحقيقي 2
,ܴ)ଶܥܲلها بـ:    .ଶܥܲبـ:  ااو اختصار (ܥ

݂) مجموعѧѧة الѧѧدوال 3 ∈ ,ܴ)ଶܥܲ والتѧѧي تحقѧѧق الشѧѧرط التѧѧالي، والѧѧذي يسѧѧمى بشѧѧرط  (ܥ
  ):Dirichletديريكله (

ݔ∀ ∈ ܴ , (ݔ)݂ = (ାݔ)݂ + (ିݔ)݂
2  

, ܴ)ଶܦنرمز لها بـ:    .ଶܦ بـ: ااو اختصار (ܥ
,ࢇ]دالة معرفة على مجال  ࢌلتكن  1.4.2.ملاحظة  ࢇ + ࢀ، طولها [ࢀ > :بحيث ،  

݂(ܽ + ܶ) = ݂(ܽ) 
، لتصѧѧبح دالѧѧة Rالى مجموعة الاعداد الحقيقيѧѧة  مجال هذه الدالة تمديدكما أشرنا سابقا، يمكننا 

ܶدورية والعدد ሚ݂جديدة  >   لها، وذلك كالآتي: ةيمثل دور   0
ݔ∀ ∈ ܴ  , ሚ݂(ݔ) = ݂ ቀቄݔ − ܽ

ܶ ቅ ܶ + ܽቁ 
,ܽ]مسѧѧتمرة عنѧѧد جميѧѧع نقѧѧاط المجѧѧال  ݂) إذا كانѧѧت الدالѧѧة الأصѧѧلية 1 ܽ + فѧѧإن الدالѧѧة  [ܶ

  .Rستكون كذلك مستمرة عند جميع نقاط  ሚ݂الجديدة 
,ܽ]مستمرة قطعيا على المجال  ݂) إذا كانت الدالة الأصلية 2 ܽ +  ሚ݂فإن الدالѧѧة الجديѧѧدة  [ܶ

  .Rستكون كذلك مستمرة قطعيا على 
,ܽ]علѧѧى المجѧѧال  Ckمن الصѧѧنف  ݂إذا كانت الدالة الاصلية ) 3 ܽ + فѧѧإن الدالѧѧة الجديѧѧدة  [ܶ
ሚ݂  ستكون من الصنفCk  قعطياً علىR.  
,ܽ]علѧѧى المجѧѧال  Ckمن الصѧѧنف  ݂إذا كانت الدالة الاصلية ) 4 ܽ + فѧѧإن الدالѧѧة الجديѧѧدة  [ܶ
ሚ݂  ستكون من الصنفCk  قعطياً علىR وليست بالضرورة من الصنف ،Ck  علىR.  

,ૈࡼبعض خصائص المجموعات:  1.5 ,ૈࡰ   ૈ
,ܴ)ଶܥ) 1 (ܥ ⊆ ,ܴ)ଶܦ (ܥ ⊆ ,ܴ)ଶܥܲ   (ܥ
݂) كѧѧل دالѧѧة 2 ∈ ,ܴ)ଶܥܲ هѧѧي دالѧѧة محѧѧدودة بالضѧѧرورة، يعنѧѧي يوجѧѧد عѧѧدد حقيقѧѧي  (ܥ

ܯموجب  >   بحيث:  0
ݔ∀ ∈ ܴ   , |(ݔ)݂| <  ܯ
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݂) لكѧѧل دالѧѧة 3 ∈ ,ܴ)ଶܥܲ |݂|، فѧѧان  (ܥ ∈ ,ܴ)ଶܥܲ  ݂  و |݂|، كѧѧل مѧѧن الѧѧدالتين (ܥ
  بالضرورة. [ߨ0,2]قابلة للتكامل على المجال 

, ×, ● ) لتكن العمليات التالية 4 ، والتي تعني على التوالي: جمع الѧѧدوال، ضѧѧرب الѧѧدوال، +
  دينا الحقائق التالية:لضرب دالة بعدد مركب، 

,ܴ)ଶܥܲ) - ,(ܥ +,×)      , ,ܴ)ଶܦ) ,(ܥ +,×)       , ,ܴ)ଶܥ) ,(ܥ تحقѧѧѧѧق جميعهѧѧѧѧا شѧѧѧѧروط الحلقѧѧѧѧة   (×,+
  الإبدالية.

- ൫ܲܥଶ(ܴ, ,(ܥ +, ●൯      , ൫ܦଶ(ܴ, ,(ܥ +, ●൯       , ൫ܥଶ(ܴ, ,(ܥ +, ●൯  اءѧѧѧروط الفضѧѧѧا شѧѧѧق جميعهѧѧѧتحق
  الإتجاهي على حقل الأعداد المركبة.

ݐ) لتكن 5 ∈ ݂ و ܴ ∈ ,ܴ)ଶܥܲ   المعرفة بالشكل التالي: ௧݂బ، الدالة  (ܥ
ݐ∀ ∈ ܴ  , ௧݂బ(ݐ) = ݐ)݂ +  (ݐ

݂هي دالة في الفضاء  ∈ ,ܴ)ଶܥܲ   (ܥ
݂) لتكن 6 ∈ ,ܴ)ଶܥܲ   المعرفة بالشكل التالي: ሚ݂الدالة  (ܥ

ݔ∀ ∈ ܴ   , ሚ݂(ݐ) =  (ݐ−)݂
,ܴ)ଶܥܲهي دالة في الفضاء    (ܥ

݂) لتكن 7 ∈ ,ܴ)ଶܥܲ   المعرفتان بالشكل التالي: ݑ   وݒلتكن الدالتين .  (ܥ
ݐ∀ ∈ ܴ , (ݐ)ݑ = (ݐ)݂  + (ݐ−)݂

2    , (ݐ)ݒ = (ݐ)݂ − (ݐ−)݂
2  

  لدينا الخصائص التالية:
 - ݂ = ݑ +  ݒ
 .݂دالة زوجية وتسمى الجزء الزوجي للدالة  ݑ - 
 .݂دالة فردية وتسمى الجزء الفردي للدالة  ݒ - 
ݒ -  ∈ ,ܴ)ଶܥܲ , (ܥ ݑ ∈ ,ܴ)ଶܥܲ   (ܥ

ࢌكل دالة  [7] 1.5.1.نظرية  ∈ ,ࡾ)ૈࡼ     ، هي حتما مستمرة إستمراراً منتظماً.(
ߝلѧѧيكن : إثبات النظرية  > ، نحѧѧن نعلѧѧم بѧѧأن كѧѧل دالѧѧة مسѧѧتمرة علѧѧى مجѧѧال مغلѧѧق ومحѧѧدودة 0

[ܽ, )، وبالتѧѧѧالي الدالѧѧѧة Heine`s Theoremهѧѧѧي حتمѧѧѧا مسѧѧѧتمرة إسѧѧѧتمراراً منتظمѧѧѧا ( [ܾ
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݂ ∈ ,ܴ)ଶܥ ,π−]سѧѧتكون مسѧѧتمرة اسѧѧتمراراً منتظمѧѧا علѧѧى المجѧѧال  (ܥ 3π]  دѧѧثلاً: يوجѧѧم
ܽإذا  >   بحيث: 0

, ݐ)∀ (ݏ ∈ ([−π, 3π])ଶ , ݐ| − |ݏ ≤ ⇒ ߙ (ݐ)݂| − |(ݏ)݂ ≤  ߝ
ηلتكن:   = min {ߙ ,   {ߨ

ݔليكن  ∈ ܴ , ݕ ∈ ݔ|بحيث:   ܴ − |ݕ ≤   ߟ
ݐيوجد عدد حقيقي  ∈ ݇وعدد صحيح  [ߨ0,2] ∈ ݔبحيث:  ݖ = ݐ +   ߨ2݇

ݏليكن:  = ݕ −   ߨ2݇
⟹ ݔ| − |ݕ = ݐ| − |ݏ ≤  ߟ
⟹ ݏ ∈ ,ߨ−| (ݐ)݂| &|ߨ3 − |(ݏ)݂ ≤  ߝ

(ݔ)݂بحكم ان:  = ,(ݐ)݂ (ݕ)݂ =   (ݏ)݂
(ݔ)݂| − |(ݕ)݂ ≤  ߝ

  وهو المطلوب.
ࢌلتكن  [5] 1.5.2.نظرية  ∈ ,ࡾ)ૈࡼ     :ة، لدينا الحقيقة التالي(

∀ܽ ∈ ܴ , න ݔ݀(ݔ)݂ = න ݔ݀(ݔ)݂
ଶగ



ାଶగ


 

  إثبات النظرية لدينا:

 න ݔ݀(ݔ)݂ = න ݔ݀(ݔ)݂ + න ݔ݀(ݔ)݂ + න ݔ݀(ݔ)݂
ାଶగ

ଶగ

ଶగ







ାଶగ


 

ݐتكامل الثالث، نختار المتغير الجديد: بالنسبة لل = ݔ −   ، يصبح لدينا:ߨ2

න ݔ݀(ݔ)݂ = න ݐ)݂ + ݐ݀(ߨ2 =



න ݐ݀(ݐ)݂





ାଶగ

ଶగ
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⟹ න ݔ݀(ݔ)݂ = න ݔ݀(ݔ)݂ +



න ݔ݀(ݔ)݂ + න ݔ݀(ݔ)݂





ଶగ



ାଶగ


 

= න ݔ݀(ݔ)݂
ଶగ


 

  وهو المطلوب.
, ૈࡰالجداء الداخلي في الفضاءات  [7] 1.6 , ૈ   ૈࡼ

gلكل دالتين  ∈ , ܴ)ଶܥܲ ݂ و(ܥ ∈ ,ܴ)ଶܥܲ > ، نعرف العدد المركب (ܥ ݂ / g   التالي:بالشكل <

< ݂ / ݃ >= ߨ12 න ݔതതതതതതതത݀(ݔ)g(ݔ)݂
ߨ2

0
 

>الدالة  g  / ݂   تحقق الخصائص التالية: <
1( < g /݂ >തതതതതതതതതതതത < ݂ / g >= ∀݂ ∈ ,ܴ)ଶܥܲ , (ܥ ∀g ∈ ,ܴ)ଶܥܲ   (ܥ
2 (∀ ଵ݂ ∈ ,ܴ)ଶܥܲ , (ܥ ∀ ଶ݂ ∈ ,ܴ)ଶܥܲ , (ܥ ∀݃ ∈ ,ܴ)ଶܥܲ ,(ܥ ߣ∀ ∈  ܥ

ൻߣ ଵ݂ + ଶ݂ห݃ൿ ۦ  ߣ ଵ݂|݃ۧ  + ۦ   ଶ݂ |݃ۧ 
.ۦنقول بأن الدالة  |.   خطية بالنسبة للمتغير الأول. ۧ

3 (∀݂ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ ݂ۧ| ݂ۦ   ,  (ܥ  ≥ 0  
.ۦنقول بأن الدالة  |.   موجبة ۧ

4 (∀݂ ∈ ,ܴ)ଶగܦ ݂ۧ|݂ۦ   ,  (ܥ  =  0 ⟺ ݂ = 0  
.ۦالدالة  |. ,ܴ)ଶగܦتحقق شѧѧروط الجѧѧداء الѧѧداخلي فѧѧي الفضѧѧاءين  ۧ , (ܥ ,ܴ)ଶగܥ لكنهѧѧا   (ܥ

,ܴ)ଶܥܲفѧѧي الفضѧѧاء  الѧѧداخليلا تحقق شѧѧروط الجѧѧداء  . نقѧѧول بأنهѧѧا تمثѧѧل نصѧѧف جѧѧداء  (ܥ
,ܴ)ଶܥܲفي الفضاء  داخلي   .  (ܥ

  
  

  شفارتز –متراجحة كوشي . 1.6.1
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ࢌ∀ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ,( ࢍ∀ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ,( |ۧ݃|݂ۦ| ≤ .݂ۧ|݂ۦ    ۧ݃|݃ۦ
ࢌشѧѧفارتز لѧѧيكن:  -إثبѧѧات متراجحѧѧة كوشѧѧي ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ,( ࢍ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ . لكѧѧل عѧѧدد  (

ߣمركب  ∈   ، لدينا: ܥ
ࢌߣۦ) + ࢌߣ|ࢍ + (ۧࢍ ≥  

⟹ ߣ ∀ ∈ , ܥ ଶ|ߣ|݂ۧ|݂ۦ + (ߣۧ݃|݂ۦ)2ܴ݁ + ۧ݃|݃ۦ ≥ 0 
.لنختر:  λ = , ݐതതതതതതതۧ݃|݂ۦ ∋ ݐ ܴ  

  وبالتالي:
⟹ ࢚∀ ∈ ,  ࡾ ࢚ |ۧ݃|݂ۦ| ݂ۧ|݂ۦ + (|݂ۦ|݃ۧ|)࢚ + ۧ݃|݃ۦ ≥  

، معاملاتهѧѧا حقيقيѧѧة، مѧѧن الدرجѧѧة الثانيѧѧة، وإشѧѧارتها  tفѧѧي المتغيѧѧر الحقيقѧѧي  إنها كثيѧѧرة حѧѧدود،
  دائماً موجبة، هذا يعني حتماً أن المميز عدد حقيقي سالب، يعني:

|ۧ݃|݂ۦ| − |ۧ݃|݂ۦ|ۧ݃|݃ۦ݂ۧ|݂ۦ ≤  
⟹ |ۧ݃|݂ۦ| − ۧ݃|݃ۦ݂ۧ|݂ۦ ≤  

  وهو المطلوب.
  

, ࣊ࡼ التعامد في الفضاءات  1.7 ,  ࣊ࡰ   ࣊
  

ࢌ لكل دالة ∈ , ࡾ)࣊ࡼ   بالشكل التالي: ଶ‖݂‖، نعرف العدد الحقيقي (
‖݂‖ଶ = ඥ݂ۦ|݂ۧ 

  لدينا الخصائص التالية:
1) ∀݂ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ ,   (ܥ ‖݂‖ଶ ≥ 0        
2) ∀݂ ∈ ,ܴ)ଶగܦ ,   (ܥ ‖݂‖ଶ = 0 ↔ ݂ = 0      
ߣ∀       (3 ∈ ,   ܥ ∀݂ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ ,   (ܥ ଶ‖݂ߣ‖ =   ଶ‖݂‖|ߣ|
       

  
.‖م يالنظ  1.8 ‖  م يوالنظ‖. ‖ஶ   

|ࢌ|لقѧѧد ذكرنѧѧا سѧѧابقاً بأنѧѧه لكѧѧل دالѧѧة  )١ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ࢌ  و ( ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ  |ࢌ|، وأن الدالѧѧة (
,0]قابلѧѧة للتكامѧѧل علѧѧى المجѧѧال  ة  [࣊ѧѧل دالѧѧرورة. لكѧѧࢌبالض ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ، نعѧѧرف (

 [2] بالشكل التالي: ‖ࢌ‖العدد الحقيقي 
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‖ࢌ‖ = 1
࣊ න ห݂(ݔ)ห

࣊

0
 ݔ݀

ࢌلقد ذكرنا سابقاً بأن كل دالة  )٢ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ، هي دالة محدودة بالضѧѧرورة. لكѧѧل دالѧѧة  (
ࢌ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ  بالشكل التالي: ஶ‖ࢌ‖، نعرف العدد الحقيقي (

ஶ‖ࢌ‖ = ࡾ∋࢞ܘܝܛ
|(࢞)ࢌ| =   |(࢞)ࢌ|[࣊,]∋࢞ܘܝܛ

.‖بعض الخصائص العامة للنظمين  ‖   و‖. ‖ஶ  
ࢌ∀          )١ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ,                  ( ‖ࢌ‖ ≥    , ஶ‖ࢌ‖ ≥     

ࢌ∀ ∈ ,ࡾ)࣊ࡰ ,                  ( ‖ࢌ‖ =    ⟺ ࢌ   =     
ࢌ∀ ∈ ,ࡾ)࣊ࡰ ,                  ( ஶ‖ࢌ‖ =    ⟺ ࢌ   =     

ࣅ∀      )٢ ∈ ,    ∋ ࢌ∀ ,ࡾ)࣊ࡼ ,                  ( ‖ࢌࣅ‖ = ,   ‖ࢌ‖|ࣅ| ஶ‖ࢌࣅ‖ =      ஶ‖ࢌ‖|ࣅ|
٣(   

ࢌ∀ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ,          ( ࢍ∀ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ,     ( ࢌ‖ + ‖ࢍ    ≤ ‖ࢌ‖  +      ‖ࢍ‖
ࢌ∀ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ,          ( ࢍ∀ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ,     ( ࢌ‖ + ஶ‖ࢍ    ≤ ஶ‖ࢌ‖  +      ஶ‖ࢍ‖

  
  كثيرة الحدود المثلثية 1.9

  تعريف كثيرة الحدود المثلثية 1.9.1
  [3] يمكن صياغتها في الشكل التالي: (ݔ)ܲكثيرة الحدود المثلثية هو دالة 

ݔ∀ ∈ (ݔ)ܲ   ,     ܴ =   ݁௫ܥ
ୀே

ୀିே
  

يسمى درجة كثيرة  Nهي أعداد مركبة ثابتة. العدد الطبيعي  ࡺஸஸࡺି()حيث أن المعاملات 
  .(ݔ)ܲالحدود المثلثية 

,ࡾ)࣊هو دالة في الفضاء  (ݔ)ܲكل كثيرة حدود مثلثية    .(
  بعض خصائص كثيرات الحدود المثلثية 1.9.2

 يمكن صياغته كذلك في الشكل التالي: (ݔ)ܲكل كثيرة حدود مثلثية  )١
ݔ∀ ∈ ܴ  , (ݔ)ܲ =  ݁௫ܥ

ୀே

ୀିே
= ܽ

2 +  (ܽ cos(݊ݔ) + ܾsin (݊ݔ)
ୀே

ୀଵ
 

  والعكس صحيح، لإن: 
݁௫ = cos(݊ݔ) + ݅ sin(݊ݔ)  ,   ݁ି௫ = cos(݊ݔ) − ݅ sin (݊ݔ) 

⟹ cos(݊ݔ) = ݁௫ +  ݁ି௫
2   , sin(݊ݔ)  ,   ݁௫ − ݁ି௫  

2݅  
 لتكن: )٢
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(ݔ)ܲ  =  ݁௫ܥ
ୀே

ୀିே
= ܽ

2 +  (ܽ cos(݊ݔ) + ܾsin (݊ݔ)
ୀே

ୀଵ
 

  كثيرة حدود مثلثية. لدينا:
݁ି௫ିܥ + ݁௫ܥ = ିܥ) + (ܥ cos(݊ݔ) + ܥ)݅ −  (ݔ݊) )sinିܥ

⟹ ܽ = ,   ܥ2 ∀݊ ≥ 1  , ܽ = ିܥ) + , (ܥ ܾ = ܥ) ݅ −  (ିܥ
⟹ ܥ = ܽ

2           , ∀݊ ≥ 1  , ܥ = ܽ − ܾ݅
2      , ିܥ = ܽ + ܾ݅

2  
, ܽوالمعѧѧاملات ܥلقد حصلنا علѧѧى العلاقѧѧة بѧѧين المعѧѧاملات       ܾ  ةѧѧدود المثلثيѧѧرة الحѧѧلكثي 

, ܽالمعѧѧاملات (ݔ)ܲ تسمى المعاملات الأسية لكثيرة الحدود المثلثيѧѧة ܥالمعاملات(ݔ)ܲ  ܾ 
  .(ݔ)ܲ تسمى المعاملات المثلثية لكثيرة الحدود المثلثية

  
  
  

  ) Trigonometric weirstrass's theoremنظرية ويرشتراش الامثلثية (
ઽ ليكن >   ࢌ لكل ∈ ,ࡾ)࣊   بحيث:  Pيوجد كثيرة حدود مثلثية   (

ࢌ‖ − ஶ‖ࡼ ≤  ઽ 
,ࡾ)࣊)نقول بأن مجموعة كثيرات الحدود المثلثية كثيفة في الفضاء  ,( ‖. ‖ஶ)  

  
,ࡾ)࣊ࡼ)مجموعة كثيرات الحدود المثلثية كثيفة في الفضاء   .نظرية  ,( ‖. ‖)  يعني، لكل

ࢌ ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ઽولكل  ( >  يوجد كثيرة حدود مثلثية ،P  :بحيث  
ࢌ‖ − ‖ࡼ ≤  ઽ 

  
  )Dirichlet Kernelنواة ديريكله ( 1.9.3

  [4] :ةليكن كثيرة الحدود المثلثية التالي .تعريف 
(ܠ)۲ =  ࢞ࢋ

=

−=
 
  .هذه الدالة تسمى بنواة ديريكله رقم 

  (ܠ)۲بعض خصائص الدالة 
 دالة زوجية. (ܠ)۲الدالة  )١
 لدينا:  )٢

()۲ = ܖ +   ,    ∀ܠ ∈ ,  ܀ |(࢞)۲| ≤  ห࢞ࢋห
ୀ

ୀି
=  +  

⟹ ஶ‖۲‖ = ࡾ∋࢞ܘܝܛ |(࢞)ࡰ| =  +  
 لدينا:  )٣
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࣊ න ࢞ࢊ(࢞)ࡰ = ࣊


 

  ) بشكل عام لدينا ٤
ݔ∀ ∈ , (ߨ0,2) (ݔ)ܦ =  ݁௫

ୀ

ୀି
=  sin ൬ ൬݊ + 12൰ ൰ݔ

sin ቀ2ݔቁ  

  
  )Fejer Kernelنواة فيجر ( 1.9.4

  [5] ليكن كثيرة الحدود المثلثية التالي:  .تعريف  

(ݔ)ܨ = 1
݊  D (ݔ)

ିଵ

ୀ
 

  .݊هذه الدالة تسمى بنواة فيجر من الرتبة 
   (ݔ)ܨبعض خصائص الدالة 

 دالة زوجية. (ݔ)ܨالدالة  )١
 لدينا: )٢

(0)ܨ = 1
݊ (2k + 1) = n

ିଵ

ୀن
   , ݔ∀ ∈ ܴ , |(ݔ)ܨ| ≤  1

݊ |ܦ(0) | = n
ିଵ

ୀ
  

⟹ ‖ஶܨ‖ = ࡾ∋࢞ܘܝܛ  |(ݔ)ܨ| =   
 لدينا:  )٣


࣊ න ࢞ࢊ(࢞)ࡲ = 

  ቆ 
࣊ න ࣊࢞ࢊ(࢞)ࡰ


 ቇ

ି

ୀ
= 

 () = 
ି

ୀ
 ࣊


 

 لدينا:  )٤

ݔ∀ ∈ , (ߨ0,2) (ݔ)݊ܨ = 1
݊ ቌ sin ቀ݊2ݔ ቁ

ቀ2ݔቁ ቍ
ଶ
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  ٢الفصل 
ࢌسلاسل فورييه للدوال  ∈   ࣊ࡼ

  
فѧѧي هѧѧذا الفصѧѧل سѧѧندرس سلاسѧѧل فورييѧѧه للѧѧدوال الدوريѧѧة المسѧѧتمرة قطعيѧѧاً، حيѧѧث نبѧѧدأ      

بتعريѧѧѧف السلاسѧѧѧل المثلثيѧѧѧة عمومѧѧѧاً ثѧѧѧم نعѧѧѧرف معѧѧѧاملات فورييѧѧѧه، ونتطѧѧѧرق الѧѧѧى بعѧѧѧض 
خصائصها العامة. نعرف بعد ذلѧѧك، سلسѧѧلة فورييѧѧه. ثѧѧم نѧѧدرس مسѧѧألة تقѧѧارب هѧѧذه السلسѧѧلة، 

فѧѧي هѧѧذا الإطѧѧار علѧѧى عѧѧدة نظريѧѧات (برسѧѧفال، ديريكلѧѧه،  وعلاقتها بالدالѧѧة الأصѧѧلية، نتطѧѧرق
  وفيجر...).

  
 السلاسل المثلثية2.1 

 تعريف السلاسل المثلثية2.1.1 [5] 
  لتكن:

 ݃
ஹ

 
يمكѧѧن  ݃، الدالѧѧة ݊سلسلة من الدوال، نقول بأن هذه السلسلة مثلثيѧѧة إذا كѧѧان لكѧѧل عѧѧدد كلѧѧي 

  [6] صياغتها في الشكل التالي:
ݔ∀ ∈ ܴ  , ݃(ݔ) = ݁௫ܥ +   ݁ି௫ିܥ

,ܥحيث أن    أعداد مركبة ثابتة.   ିܥ
  

 تقارب السلاسل المثلثية2.1.2 
  نظرية تمهيدية

  
  لتكن الدالة التالية:

ݔ∀ ∈ ܴ  , ݃(ݔ) = ݁௫ܥ + ݁ିିܥ  
  لدينا:

‖݃‖ஶ = sup௫∈[,ଶగ]|݃(ݔ)| = |ܥ| +  |ିܥ|
  

  لدينا:إثبات النظرية التمهيدية 
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ݔ∀ ∈ ܴ, |݃(ݔ)| ≤ |ܥ| +  |ିܥ|
  من جهة أخرى، لتكن: 

ܥ = ݁ఏߩ   , ିܥ =  ݁ఏషିߩ
⟹ ݔ∀ ∈ ܴ  , ݃(ݔ) = ݁௫ܥ + ݁ି௫ିܥ = ݁(ఏା௫)ߩ +  ݁(ఏషି௫)ିߩ 

  بحيث يكون:  ݔهل يوجد عدد حقيقي 
ߠ + ݔ݊ = ିߠ −  ݔ݊
⟺ ݔ2݊ = ߠ +  ିߠ

⟺ ݔ = ߠ + ିߠ
2݊  
  الجواب: نعم، وفي هذه الحالة، لدينا:

 |݃(ݔ)| = หܥ݁௫ + ݁ିିܥ ห = ߩ) +  ห(ݔ݊+݊ߠ)) ห݁݅ିߩ
= ߩ + ିߩ = |ܥ| +  |ିܥ|

⟹ ‖݃‖ஶ = |(ݔ)௫∈[,ଶగ]|݃ݑݏ = |ܥ| +  |ିܥ|
  لتكن: نظرية 

൫ܥ݁௫ + ݁ି௫൯ିܥ
ஹ

 

 سلسلة مثلثية. نقول بأن السلسلة 
൫ܥ݁௫ + ݁ି௫൯ିܥ
ஹ

 

  تقارب تقارباً طبيعياً، إذا كانت السلسلة التالية:
ฮܥ݁௫ + ݁ି௫ฮஶஹିܥ

 

  تقاربية.
  لدينا الحقيقة التالية: السلسلة 

൫ܥ݁௫ + ݁ି௫൯ିܥ
ஹ

 

  تتقارب تقارباً طبيعياً اذا وفقط اذا كانت السلسلة التالية:
(|ܥ| + (|ିܥ|
ஹ
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  تقاربية.
  لتكن: 1.ملاحظة 

൫ܥ݁௫ + ݁ି௫൯ିܥ
ஹ

= (ܽ cos(݊ݔ) + ܾsin (݊ݔ))
ஹ

  
  سلسلة مثلثية. هذه السلسلة تتقارب تقارباً طبيعياً اذا وفقط اذا كانت السلسلة التالية:

(|ܽ| + |ܾ|)
ஹ

 
  تقاربية، لإن

ܽ = ܥ +    ,   ܾିܥ = ܥ)݅ −   (ିܥ
⟹ |ܥ| + |ିܥ|  ≤ |ܽ| + |ܾ|  ≤ |ܥ|)2 +    (|ିܥ|

  لتكن  .٢
 ݃
ஹ

 
,ܽ]سلسلة من الدوال المعرفة من المجال    الى مجموعة الاعداد المركبة. [ܾ

تتقارب تقارباً         تقاربية فان سلسلة الدوال                   اذا كانت السلسلة  - 
 منتظماً، لكن العكس غير صحيح.

,ܽ]متصلة على المجال   ࢍاذا كانت الدوال   -  تتقارب     وسلسلة الدوال        [ܾ
اً مستمرة على ستكون حتم ܩ، فان هذه الدالة الأخيرة  ܩ تقارباً منتظماً الى الدالة

,ܽ] المجال ܾ]. 
  لتكن [5] 2.1.1.نظرية

 ܽ cos (݊ݔ)
ஹ

  ,  ܾ sin (݊ݔ)
ஹ

 
ߙمتسلسلتين دائريتين. لتكن   ∈ [0,   [ߨ

متتالية مѧѧن الاعѧѧداد الحقيقيѧѧة الموجبѧѧة، تناقصѧѧية، وتتقѧѧارب الѧѧى الصѧѧفر،  (ܽ)اذا كانت  )١
تتقѧѧارب تقاربѧѧاً منتظمѧѧاً، علѧѧى المجѧѧال المغلѧѧق                      فѧѧإن السلسѧѧلة المثلثيѧѧة 

,ߙ] ߨ2 −  .[ߙ

‖ࢍ‖ஶ
ஹ

  ࢍ
ஹ

 

 ࢍ
ஹ

 

 ࢇ
ஹ

 (࢞)࢙ࢉ 
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متتالية مѧѧن الاعѧѧداد الحقيقيѧѧة الموجبѧѧة، تناقصѧѧية، وتتقѧѧارب الѧѧى الصѧѧفر،  (ܾ)اذا كانت  )٢
تتقѧѧارب تقاربѧѧاً منتظمѧѧاً، علѧѧى المجѧѧال المغلѧѧق                  فѧѧان السلسѧѧلة المثلثيѧѧة        

,ߙ] ߨ2 −  .[ߙ
  

  معاملات فورييه  2.2
  معاملات فورييه الأسية [1] 2.2.1
݊لتكن  ∈ ݂  و  ܼ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ    عدد صحيح. العدد المركب التالي: (ܥ

1
ߨ2  න (ݔ)݂

ଶగ


݁ି  ݔ݀

أو أحيانѧѧاً بѧѧالرمز  (݊)መ݂بѧѧالرمز، ونرمѧѧز لѧѧه ݂للدالѧѧة   ݊يسѧѧمى معامѧѧل فورييѧѧه الأسѧѧي رقѧѧم 
  . (݂)ܥ

ܶدوريѧѧة، والعѧѧدد  ݂اذا كانѧѧت الدالѧѧة ملاحظѧѧة:  > يمثѧѧل دورة لهѧѧا. لنفѧѧرض بѧѧأن الدالѧѧة  0
,0]مستمرة قطعياً على المجال  ، ݂للدالѧѧة   ݊. في هذه الحالة، معامل فورييه الأسي رقѧѧم [ܶ

(ݔ)መ݂للدالة:   ݊هو معامل فورييه الأسي رقم  = ݂ ቀ ்
ଶగ   ، وهو العدد المركب التالي:ቁݔ

(݂)ܥ = 1
ܶ න (ݔ)݂

்


݁ିଶగ்௫݀ݔ 

  
  بعض الخصائص العامة لمعاملات فورييه الأسية

݂لتكن  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   (ܥ
ܽ) لكل عدد حقيقي ١ ∈   ، لدينا: ܴ

መ݂(݊) = 1
ߨ2 න (ݔ)݂

ଶగ


݁ି௫݀ݔ = 1

ߨ2  න (ݔ)݂
ାଶగ


݁ି௫݀ݔ 

௫ି݁(ݔ)݂لإن الدالة  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   (ܥ

 ࢈
ஹ

 (࢞)࢙ࢉ 
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⟹ መ݂(݊) = 1
ߨ2 න ௫ି݁(ݔ)݂

గ

ିగ
 ݔ݀

  ) لدينا:٢
∧
݂(݊) = (݂)തതതതܥ = ݂(−݊)തതതതതതതത 

  لإن:
∧
݂(݊) = 1

ߨ2 න ݔ݀ തതതത݁ି௫(ݔ)݂
ଶగ


= 1

ߨ2 න (ݔ)݂  
ାଶ


݁ప௫݀ݔ

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
 

݂لكل  )٣ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   بالشكل التالي: ም݂، لنعرف الدالة (ܥ
ݔ∀ ∈ ܴ  , ም݂(ݔ) =  (ݔ−)݂

  لدينا:

∀∈ ܼ   , ∧ም݂(n) = 1
ߨ2 න (ݔ−)݂  

గ

ିగ
. ݁ି௫݀ݔ = 1

ߨ2 න (ݑ)݂  
గ

ିగ
݁௨݀ݑ

= መ݂(−݊) 
ݑلقد إستعملنا المتغير الجديد:  =   .ݔ−

݂لتكن  )٤ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ ܽو  (ܥ ∈   ݂. لنعرف الدالة ܴ
ݔ∀ ∈ ܴ  , ݂(ݔ) = ݔ)݂ + ܽ) 

 لدينا:
∀݊ ∈ ܼ  , መ݂(݊) = ݁ መ݂(n) 

  
݂) ليكن ٥ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ g، (ܥ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ λو  (ܥ ∈   لدينا:، ܥ

∀݊ ∈ ܼ    , ൫λfܥ + g൯ = λܥ(݂) +  (g)ܥ
 

 
  ) لدينا:٦
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∀݊ ∈ ܼ  , ห መ݂(n)ห ≤ 1
ߨ2 නห݂(ݔ)݁ି௫ห

గ

ିగ
ݔ݀ = 1

ߨ2 න|݂(ݔ)|
గ

ିగ
ݔ݀ = ‖݂‖ଵ  

⟹ ∀݊ ∈ ܼ  , ห መ݂(n)ห ≤ ‖݂‖ଵ  ≤  ‖݂‖ଶ  ≤  ‖݂‖ஶ 
  
  

ࢌلتكن  [3] 2.2.1.نظرية  ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ مستمرة ومن  ࢌ، لنفترض بأن الدالة (
ࢌࡰقطعيا، لتكن  الصنف  ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ، لدينا الحقيقة  ࢌشبه مشتقة للدالة  (
  التالية:

∀݊ ∈ ܼ    , )݂ܦ ො݊) = (݅݊) መ݂(݊) 
 

݂لتكن  2.2.2.نظرية  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   ، لدينا:(ܥ
١(   

መ݂(݊) ↣ାஶሱۛ ۛۛ ሮ 0     , መ݂(−݊)  ↣ାஶሱۛ ۛۛ ሮ 0 
  قطعيا، لدينا: ܥمن الصنف  ݂إذا كانت  )٢

݊ መ݂(݊) ↣ାஶሱۛ ۛۛ ሮ 0   ,   ݊ መ݂(−݊) ↣ାஶሱۛ ۛۛ ሮ 0    
 ليكن:  [5] 2.2.3.نظرية  ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ࢌ و( ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ    (

∀n ∈ z    , ݂)ܥ ∗ g) = (݂)ܥ ×  (g)ܥ
  

  معاملات فورييه المثلثية 2.2.2
݊لتكن  ∈ ݂ وܰ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   عدد طبيعي، الأعداد المركبة التالية: (ܥ

ܽ(݂) = 1
ߨ න ,   ݔ݀(ݔ)݂

ߨ2

0
ܽ(݂) = 1

ߨ න (ݔ)݂ cos(݊ݔ)݀ݔ   ,
ߨ2

0
ܾ(݂) = 1

ߨ න (ݔ)݂ sin(݊ݔ)݀ݔ  
ߨ2

0
 

  .݂تسمى بـ: معاملات فورييه المثلثية للدالة 
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ܶدوريѧѧة، والعѧѧѧدد  ݂إذا كانѧѧѧت الدالѧѧѧة  -ملاحظѧѧة: > يمثѧѧѧل دورة لهѧѧا، لنفѧѧѧرض بѧѧѧأن الدالѧѧѧة  0
,0]المستمرة قطعياً على المجال  ، هѧѧي ݂، في هذه الحالة، معاملات فورييѧѧه المثلثيѧѧة للدالѧѧة [ܶ

(ݔ)ሚ݂معاملات فورييه المثلثية للدالة:  = ݂( ்
ଶగ   ، وهي الأعداد المركبة التالية:(ݔ

ܽ(݂) = 2
ܶ න ,   ݔ݀(ݔ)݂

ܶ

0
ܽ(݂) = 2

ܶ න (ݔ)݂ cos ቀ݊ ߨ2
ܶ ቁݔ ݔ݀    ,

ܶ

0
ܾ(݂)

= 2
ܶ න (ݔ)݂ sin(݊ ߨ2

ܶ   ݔ݀(ݔ
ܶ

0
 

  بعض الخصائص العامة لمعاملات فورييه المثلثية
݂لتكن   ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   .(ܥ

ܽلكل عدد حقيقي  )١ ∈  ، لدينا:ܴ
ܽ(݂) = 1

ߨ න ,   ݔ݀(ݔ)݂
ߨ2+ܽ

ܽ
ܽ(݂) = 1

ߨ න (ݔ)݂ cos(݊ݔ)݀ݔ   ,
ߨ2+ܽ

ܽ
ܾ(݂)

= 1
ߨ න (ݔ)݂ sin(݊ݔ)݀ݔ  

ߨ2+ܽ

ܽ
 

⟹ ܽ(݂) = 1
ߨ න ,   ݔ݀(ݔ)݂

ߨ

ߨ−
ܽ(݂) = 1

ߨ න (ݔ)݂ cos(݊ݔ)݀ݔ   ,
ߨ

ߨ
ܾ(݂)

= 1
ߨ න (ݔ)݂ sin(݊ݔ)݀ݔ  

ߨ

ߨ−
 

݂إذا كانѧѧت  )٢ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ  ݂دالѧѧة حقيقيѧѧة، فѧѧإن معѧѧاملات فورييѧѧه المثلثيѧѧة للدالѧѧة  (ܴ
 تكون جميعها أعداد حقيقية.

݂لتكن  )٣ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   .(ܥ
(ݔ)݂زوجية، فإن الدالة  ݂إذا كانت الدالة  -  sin(݊ݔ) :ستكون فردية وبالتالي  

∀n ≥ 1    , ܾ(݂) = 1
ߨ න (ݔ)݂ sin(݊ݔ)݀ݔ    ,

ߨ

ߨ−
ܾ݊(݂) = 0 

(ݔ)݂أما دالة  -     cos(݊ݔ) :فستكون زوجية، وبالتالي  
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∀n ≥ 0    , ܽ(݂) = 1
ߨ න (ݔ)݂  cos(݊ݔ)݀ݔ = 2

ߨ න (ݔ)݂  cos(݊ݔ)݀ݔ 
ߨ

0
  

ߨ

ߨ
 

(ݔ)݂فردية، فإن الدالة  ݂إذا كانت الدالة  -    ستكون فردية، وبالتالي: ݔ݀(ݔ݊)ݏܿ
∀n ≥ 0    , ܽ(݂) = 1

ߨ න (ݔ)݂  cos(݊ݔ)݀ݔ = 0  
ߨ

ߨ−
 

(ݔ)݂أما الدالة  sin(݊ݔ) :فستكون زوجية، وبالتالي  
∀n ≥ 1    , ܾ(݂) = 1

ߨ න (ݔ)݂  sin(݊ݔ)݀ݔ = 2
ߨ න (ݔ)݂  sin(݊ݔ)݀ݔ 

ߨ

0
  

ߨ

ߨ−
 

  لدينا: )٤
(ݔ݊)ݏܿ = ݁௫ + ݁ି

2  , sin(݊ݔ) = ݁௫ − ݁ି௫
2݅  

⟹ ܽ(݂) = 1
ߨ න ݔ݀(ݔ)݂  =  (݂)0ܥ2

ߨ2

0
 

ܽ(݂) = 1
ߨ න (ݔ)݂  cos(݊ݔ) ݔ݀ = (݂)݊ܥ + ݊−ܥ  (݂)

ߨ2

0
 

ܾ(݂) = 1
ߨ න (ݔ)݂  sin(݊ݔ) ݔ݀ = (݂) ݊−ܥ − (݂)݊ܥ

݅

ߨ2

0
= (݂)݊ܥ)݅ −  ((݂)݊−ܥ

  لدينا: )٥
ܽ(݂) = (݂)ܥ + (݂)ିܥ ⟹ ܽ(݂) ↣ାஶሱۛ ۛۛ ሮ 0 
ܾ(݂) = (݂)ܥ)݅ − ((݂)ିܥ ⟹ ܾ(݂) ↣ାஶሱۛ ۛۛ ሮ 0 

  سلسلة فورييه - مجموعة فورييه 2.3
݂ لتكن ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   (ܥ

  التالي ةكثير الحدود المثلثي )١
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ܵே(݂)(ݔ) =  መ݂
ୀே

ୀିே
(݊)݁௫

= ܽ(݂)
2 + (ܽ(݂)ܿݏ)(݊ݔ) + ܾ(݂)sin (݊ݔ))

ே

ୀଵ
 

  .݂للدالة  ܰيسمى بمجموعة فورييه من الرتبة 
  سلسلة الدوال التالية )٢

መ݂(0) + ( መ݂(݊)݁௫ = መ݂(−݊)݁ି௫)
ஹଵ

= ܽ(݂)
2 + (ܽ(݂) cos(݊ݔ) + ܾ(݂) sin(݊ݔ))

ஹଵ
 

 .݂تسمى بسلسلة فورييه للدالة 
  تقارب سلسلة فورييه 2.4

  لتكن [3] 2.4.1.نظرية 
C + (C݁௫ + Cି݁ି௫)

ஹଵ
 

  سلسلة مثلثية.
  ، فإن:݂إذا كانت هذه السلسلة المثلثية تتقارب تقاربا منتظما إلى الدالة 

١( ݂ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ  (ܥ
  لدينا:  )٢

∀n ∈ ܰ    , መ݂(݊) = C, ∀n ∈ ܰ    , መ݂(−݊) = Cି 
  إثبات النظرية 

  الحدود المثلثية:، كثيرة ܰبحكم أنه لكل عدد طبيعي  -١

Pே(ݔ) = C +  ൫C݁௫ + Cି݁ି௫൯
ୀே

ୀଵ
 

 ݂إلى الدالة  يمثل دورة لها، وتتقارب تقاربا  منتظما ߨ2مستمرة ودورية، والعدد 
يمثل دورة لها يعني،  ߨ2ستكون بدورها مستمرة ودورية، والعدد   ݂فإن الدالة، 

݂ ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ ܴ)  
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  ، لدينا: ݊لكل عدد صحيح   -٢
ݔ∀ ∈ ܴ  , ห ேܲ(ݔ)݁ି௫ − ௫หି݁(ݔ)݂ = | ேܲ(ݔ) −  |(ݔ)݂

൫وبالتالي، متتالية الدوال  ܲ(ݔ)݁ି௫൯ே  تتقارب تقارباً منتظما للدالة
൫݂(ݔ)݁ି௫൯:ومن ثم لدينا ،  

න  
ଶగ


ሱۛ∞+↣ܰ ݔ݀ݔ݊݅−݁(ݔ)ܰܲ ۛۛ ۛۛ ሮ න  

ଶగ


 ݔ݀ݔ݊݅−݁(ݔ)݂

⟹ 1
ߨ2 න  

ߨ2

0
ேܲ(ݔ)݁ି௫݀ݔ ே↣ାஶሱۛ ۛۛ ሮ 1

ߨ2 න  
ߨ2

0
ݔ௫݀ି݁(ݔ)݂ = መ݂(݊) 

  يحقق الشرط: Nلكن لكل عدد طبيعي
|݊| ≤ ܰ 

  لدينا:

⟹ 1
ߨ2 න  

ߨ2

0
ேܲ(ݔ)݁ି௫݀ݔ =  ܥ

⟹ ∀݊ ∈ ܼ , መ݂(݊) =  ܥ
 

,࣊ࡼتقارب سلسلة فورييه في الفضاء  2.4.1 ‖. ‖  
  )Bessel`s Inequalityمتراجحة بيسال (

݂نظرية تمهيدية لتكن  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ : الفضاء الاتجاهي الجزئي المولد ேܲليكن  (ܥ
  بالمجموعة التالية:

൛݁ = ݁௫/݇ ∈ {−ܰ, … , ܰ}ൟ 
هو مجموعة كثيرات الحدود المثلثية التي درجتها تكون أصغر أو تساوي العدد  ேܲيعني، 

  لدينا: ܰ الطبيعي
١( ܵே(݂)  هي كثير الحدود المثلثية الوحيدة فيேܲ  التالي:التي تحقق الشرط - 

∀ܲ ∈ ேܲ   , [݂ − ܵே(݂)] ⊥ ܲ 
  ، لديناN) لكل عدد طبيعي ٢



 

25 

 ห݂^(݊)หଶୀே

ୀିே
≤ ‖݂‖ଶଶ 

 
  المتتالية التالية: [1] 2.4.2.نظرية 

൭  ห መ݂(݊)หଶୀଶ

ୀିே
൱ 

الذي تتقارب إليه  دمتتالية تزايدية ومحدودة، وبالتالي ستكون حتما تقاربية، لنرمز للعد
  بالرمز التالي

limே→ାஶ  ห መ݂(݊)หଶ =
ୀଶ

ୀିே
ห መ݂(݊)หଶ =
ାஶ

ିஶ
 

  لدينا الحقيقة التالية:

ห መ݂(݊)หଶ ≤ ‖݂‖ଶଶ
ାஶ

ିஶ
 

  )Bessel`s theoremهذه المتراجحة تسمى بمتراجحة بيسال (
  )Parseval`s theoremنظرية برسفال (

݂لتكن  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ  ، لدينا(ܥ

ห መ݂(݊)หଶ = ‖݂‖ଶଶ
ାஶ

ିஶ
 

  
  

ࢌ) ١ 2.4.1.ملاحظة  ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ   نظرية برسفال بالنسبة للمعاملات المثلثية  (
  كالتالي:

|ܽ|ଶ
4 +  ቆ|ܽ|ଶ + |ܾ|ଶ

2 ቇ
ାஶ

ୀଵ
= ‖݂‖ଶଶ 
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  .݂المعاملات المثلثية للدالة  ܾو  ܽحيث 
ܶدوريѧѧة، والعѧѧدد  ݂) لقد ذكرنا سابقا انه إذا كانت الدالѧѧة ٢ > يمثѧѧل دورة لهѧѧا، وإذا كانѧѧت  0

,0]هذه الدالة مستمرة قطعياً على المجال   ݊، في هذه الحالѧѧة، معامѧѧل فورييѧѧه الأسѧѧي رقѧѧم [ܶ
(ݔ)ሚ݂ .للدالѧѧة ݊، هو معامل فورييه الأسي رقم ݂للدالة  = ݂ ቀ ்

ଶగ ، وهѧѧو العѧѧدد المركѧѧب ቁݔ
  التالي:

(݂)ܥ = 1
ܶ න ݔଶగ்௫݀ି݁(ݔ)݂

்


 

  بالتالي نظرية برسفال تصبح في الشكل التالي:

ฮ ሚ݂ฮଶ
ଶ = 1

ܶ න|݂(ݔ)|ଶ݀ݔ = |ܥ(݂)|ଶ
ାஶ

ିஶ

்


 

ࢌلتكن  2.4.3.نظرية  ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ   ، لدينا:(
‖݂ − ܵே(݂)‖ଶ  ே↦ஶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ0 

  
  التقارب البسيط لسلسلة فورييه 2.4.2

  Dirichlet( [5]نظرية ديريكله (
݂لتكن  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ ݔو (ܥ ∈   : ليكن ܴ

݈ = (ାݔ)݂ + ିݔ)݂ )
2  

  إذا كانت النهاية التالية:
lim୶→శ

ݔ)݂ + (ݔ + ݔ)݂ − (ݔ − 2݈
ݔ  

  عددا مركبا، فإن:موجودة وتكون 
lim→ାஶܵே(݂)(ݔ) = ݈ 

  
ࢌلتكن   2.4.5.نظرية  ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ࢞و  ( ∈   .ࡾ
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  إذا كانت النهايتين التاليتين:
lim୶→శ

ݔ)݂ + (ݔ − (ାݔ)݂
ݔ ,      lim୶→శ

ݔ)݂ + (ݔ − ିݔ)݂ )
ݔ   

 موجودتين، وكانتا عددين مركبين، فإن:
 limே⟼ஶܵே(݂)(ݔ) = (ାݔ)݂ + ିݔ)݂ )

2   
  النظرية ليكن:إثبات 

݈ = (ାݔ)݂ + ିݔ)݂ )
2  

  لو جمعنا النهايتين السابقتين، لحصلنا على:
lim୶→శ

ݔ)݂ + (ݔ + ݔ)݂ − (ݔ − (ାݔ)݂ + ିݔ)݂ )
ݔ =  lim୶→శ

ݔ)݂ + (ݔ + ݔ)݂ − (ݔ − 2݈
ݔ   

  موجودة، وتكون عددا مركبا وبالتالي، حسب النظرية السابقة، فإن:
limே⟼ஶܵே(݂)(ݔ) = ݈ = (ାݔ)݂ + ିݔ)݂ )

2   
  في نص ديريكله، الشرط: 2.4.3.ملاحظة 

lim୶→శ
ݔ)݂ + (ݔ + ݔ)݂ − (ݔ − 2݈

ݔ   
  ضروري لصحة النظرية وإذا نجح عالم الرياضيات الالماني دوبوا ريمون

 (Du Bois- Reymond)  ݂م في إيجاد دالة متصلة ١٨٧٦سنة ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ ، لكن (ܥ
  .0في سلسلة فورييه لهذه الدالة لا تتقارب عند النقطة 

  التقارب الطبيعي لسلسلة فورييه 2.4.3.
݂لتكن   2.4.6. نظرية  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ  ଵܥمتصѧѧلة ومѧѧن الصѧѧنف  ݂، لنفرض بѧѧأن الدالѧѧة (ܥ

  .݂تتقارب تقاربا طبيعيا للدالة  ݂المتقطعة، لدينا سلسلة فورييه للدالة 
  التقارب المنتظم لسلسلة فورييه 2.4.4

݂إذا كانت سلسلة فورييه للدالة  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ عنѧѧد نقطѧѧة  ݂تتقارب تقاربا منتظمѧѧا للدالѧѧة  (ܥ
هѧѧي دوال  ൫ܵே(݂)൯ே، لإن الѧѧدوال ݔمسѧѧتمرة عنѧѧد هѧѧذه النقطѧѧة  ݂فحتما، ستكون الدالѧѧة  ݔ

لكѧѧن هѧѧل العكѧѧس صѧѧحيح؟   ݔ ، عند النقطةالخصوص وجه وعلى ܴمستمرة عند جميع نقاط 
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݂يعني، إذا كانت  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ ، فهل يوجد مجال  ضمن نقاط استمرار الدالة ݔوكانت  (ܥ
ݔ]مغلق  − ,ߙ ݔ + علѧѧى هѧѧذه  ݂تتقارب تقاربا منتظما للدالة  ݂بحيث سلسلة فورييه للدالة  [ߙ

  المجال؟ لنبدأ بالمثال التالي: 
ℎمثال: لتكن الدالة  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   ، الفردية، المعرفة بالشكل التالي:(ܥ

ݔ∀ ∈ (0, , (ߨ ℎ(ݔ) = ߨ − ݔ
2  

ܴ، مستمرة عند جميع النقاط ଵܥالة من الصنف إنها د −   ܼߨ2
ݔ∀ ∈ ܼ   , ℎ(2݇ߨ) = ℎ(0) = 0 

ݔ∀ ∈ ܼ   , ℎ[(2݇ߨ)ା] = ℎ(0ା) = ߨ
2    , ℎ[(2݇ߨ)ି] = ℎ(0ି) = − ߨ

2  
ℎللدالة   ،ܾܽمعاملات فورييه المثلثية  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ فردية،  ℎ، بحكم أن الدالة (ܥ

݊∀ فأن: ∈ ܰ  , ܽ݊ = 0     
∀݊ ∈ ܰ, ܾ = 2

ߨ න ℎ(ݔ)sin (݊ݔ)݀ݔ =గ


1
ߨ න ߨ) − గݔ݀(ݔ݊) sin(ݔ


 

= 1
ߨ ቈ− ߨ) − (ݔ݊) cos(ݔ

݊ 


గ
+ 1

ߨ න (−1) cos (݊ݔ)
݊ గݔ݀


 

= 1
݊ − 1

ଶ݊ߨ [sin(݊ݔ)]గ = 1
݊         

  الخلاصة
∀݊ ∈ ܰ , ܽ݊ = 0  ,   ∀݊ ∈ ܰ   ,   ܾ݊ = 1

݊  
ℎسلسلة فورييه للدالة  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   ، هي السلسلة التالية:(ܥ

 sin (݊ݔ)
݊ஹଵ

 
لقد أثبتنا سابقا، بان هذه السلسلة المثلثية تتقارب تقاربا منتظما على كل مجال مغلق 

ߙ] + ,ߨ2݇ 2(݇ + ߨ(1 − ߙ، حيث أن [ߙ ∈ [0, من جهة اخرى حسب نظرية  [ߨ
  ديريكله، لدينا:
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ݔ∀ ∈ ߙ] + ,ߨ2݇ 2(݇ + ߨ(1 − , [ߙ ܵ(ℎ)(ݔ) =  sin (݇ݔ)
݇

ୀ

ୀଵ ⟼ஶሱۛ ሮۛ ℎ(ݔା) + ℎ(ିݔ)
2 = ℎ(ݔ) 
على كل مجال مغلق  ℎتتقارب تقاربا منتظما للدالة  ℎ فورييه للدالةوبالتالي سلسلة 

ߙ] + ,ߨ2݇ 2(݇ + ߨ(1 − ߙحيث ان  [ߙ ∈ [0,   .[ߨ
  هذ المثال سيساعدنا على إثبات النظرية التالية:

ࢌلѧѧتكن    2.4.7.نظريѧѧة  ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ قطعيѧѧا،  مѧѧن الصѧѧنف  ࢌلنفѧѧرض بѧѧأن الدالѧѧة  (
علѧѧى كѧѧل مجѧѧال مغلѧѧق ومحѧѧدودة لا تحتѧѧوي  ࢌتتقارب منتظمѧѧا للدالѧѧة  ࢌسلسلة فورييه للدالة 

  .ࢌنقاط عد استمرار للدالة 
ࢌتقارب مجاميع فيجر بالنسبة للدوال   2.4.5. ∈   ࣊

  مجموعة فيجر للدالة
݂ لتكن 2.4.1.تعريف  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   :ةالتالي ةالحدود المثلثي ةكثير (ܥ

ܶ(݂)(ݔ) = 1
݊  ܵ(݂)(ݔ)

ିଵ

ୀ
 

يعني مجموع فوريه للدالة  (ݔ)(݂)ܵ. الرمز من الرتبة  ࢌمجموع فيجر للدالة بيسمى 
  .من الرتبة  ࢌ

݂لتكن [7]  . 2.4.8نظرية  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   . لدينا(ܥ

ܶ(݂)(ݔ) = 1
݊  ܵ(݂)(ݔ)

ିଵ

ୀ
= ࡲ) ∗  (࢞)(ࢌ

  .݊يعني نواة فيجر من الرتبة   ܨحيث أن الرمز 
  إثبات النظرية لدينا:

ܶ(݂)(ݔ) = 1
݊  ܵ(݂)(ݔ) = 1

݊ (ܦ ∗ (ݔ)(݂ = ൭1
݊  ܦ

ିଵ

ୀ
൱ ∗ ݂൩ (ݔ) = ܨ) ∗ (ݔ)(݂

ିଵ

ୀ

ିଵ

ୀ
 

  
  

ࢌلѧѧتكن Fejer`s theorem ( [5]نظريѧѧة فيجѧѧر ( ∈ ,ࡾ)࣊ لѧѧدينا: متتاليѧѧة كثيѧѧرات  (
(ࢌ)ࢀالحدود المثلثية  = ࡲ) ∗   .ࢌتتقارب منتظما للدالة  (ࢌ
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  :ةللدوال الغير المستمرة، لدينا النظرية التالي بالنسبةالتقارب البسيط لمجاميع فيجر 
  

ࢌلتكن   2.4.9.نظرية  ∈ ,ࡾ)࣊ࡼ ࢞و  ( ∈   ، لدينا:ࡾ
ܶ(݂)(ݔ) ⟼ஶሱۛ ሮۛ (ାݔ)݂ + ିݔ)݂ )

2  
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  الفصل الثالث
  بعض التطبيقات لسلاسل فورييه

  بعض القيم لدالة ريمان،  نوضحفي هذا الفصل نقدم بعض من تطبيقات سلاسل فورييه،     
  دالة ريمان [6] 3.1

  المسألة الاولىسنحل في البداية المسألتين التاليتين: 
݂لتكن الدالة  ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   فردية، المعرفة بالشكل التالي: (ܥ

ݔ∀ ∈ (0, ,(ߨ (ݔ)݂ = 1 
 . ݂ ييه المثلثية للدالةرابحث عن معاملات فو )١
  أن:  استنتج )٢

ߨ
4 =  (−1)

2݊ + 1
ାஶ

ୀ
 

  أن: استنتج )٣
ଶߨ
6 =  1

݊ଶ
ାஶ

ୀଵ
 

  حل المسالة الاولى
  فردية لدينا: ݂بحكم أن الدالة  )١

ܽ(݂) = 0, ܾ(݂) = න 2
ߨ sin(݊ݔ) ݔ݀ = 2

݊ߨ (1 − (−1))గ


 

⟹ ܽ(݂) = 0, ܾଶ(݂) = 0,     ܾଶାଵ(݂) = 4
2݊)ߨ + 1) 

݂بحكم أن الدالة  )٢ ∈ ,ܴ)ଶగܦ كله، لأنها من الصنف ي، وتحقق شروط نظرية دير(ܥ
  تسѧѧѧѧاوي حتمѧѧѧѧا سلسѧѧѧѧلة فورييѧѧѧѧه الخاصѧѧѧѧة بهѧѧѧѧا، يعنѧѧѧѧي: ݂قطعيѧѧѧѧا، فѧѧѧѧان الدالѧѧѧѧة  ଵܥ

ݔ∀ ∈ ܴ, (ݔ)݂ =  4
2݊)ߨ + 1) sin ((2݊ + (ݔ(1

ାஶ

ୀ
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⟹ ݂ ቀߨ
2ቁ = 1 =  4

2݊)ߨ + 1) sin ቀ(2݊ + 1) ߨ
2ቁ

ାஶ

ୀ
 

⟹ 1 =  4
2݊)ߨ + 1)  (−1)

ାஶ

ୀ
 

⟹ ߨ
4 =  (−1)

(2݊ + 1)  
ାஶ

ୀ
 

  ݂نستعمل نظرية برسفال للدالة  )٣
‖݂‖ଶଶ =  |ܾ|ଶ

2  
ାஶ

ୀଵ
 

⟹ 1 = 1
2  ൬ 4

2݊)ߨ + 1)  (−1)൰
ଶାஶ

ୀ
 

⟹ 1 =  ൬ 8
ଶ(2݊ߨ + 1)ଶ൰

ାஶ

ୀ
 

⟹ ଶߨ
8 =  1

(2݊ + 1)ଶ
ାஶ

ୀ
 

  لكن، المجموع: 

ܵ =  1
݊ଶ

ାஶ

ୀଵ
=  1

(2݊)ଶ
ାஶ

ୀଵ
+  1

(2݊ + 1)ଶ
ାஶ

ୀ
 

= 1
4  1

݊ଶ
ାஶ

ୀଵ
+ ଶߨ

8  

= 1
4 ܵ + ଶߨ

8  
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⟹ ܵ = 1
4 ܵ + ଶߨ

8  

⟹ 3
4 ܵ = ଶߨ

8  

⟹ ܵ =  1
݊ଶ

ାஶ

ୀଵ
= ଶߨ

6  
݂لتكن الدالة  المسألة الثانية ∈ ,ܴ)ଶగܥܲ   بالشكل التالي:، المعرفة (ܥ

ݔ∀ ∈ ,ߨ−] (ݔ)݂   ,[ߨ =  ଶݔ
 .݂ابحث عن معاملات فورييه المثلثية للدال  )١
  استنتج ان: )٢

ଶߨ
12 =  (−1)ିଵ

݊ଶ
ାஶ

ୀଵ
 

  استنتج ان: )٣
ସߨ
90 =  1

݊ସ
ାஶ

ୀଵ
 

  حل المسألة الثانية
  زوجية، لدينا: ݂بحكم ان الدالة  )١

ܽ(݂) = 2
ߨ න గݔ݀(ݔ)݂


= 2

3 (݂)ଶ,    ܽߨ = 2
ߨ න ଶݔ cos(݊ݔ) ݔ݀ = 4

݊ଶ
గ


(−1),   ܾ(݂) = 0 

݂بحكم ان الدالة  )٢ ∈ ,ܴ)ଶగܥ ، وتحقق شروط نظرية ديريكله، لانها من الصنف (ܥ
  تساوي حتما سلسلة فورييه الخاصة بها، يعني: ݂قطعياً، فان الدالة  ଵܥ

ݔ∀ ∈ (ݔ)݂    ,ܴ = ଶߨ
3 +  4

݊ଶ  (−1)cos (݊ݔ)
ାஶ

ୀଵ
 

⟹ ݂(0) = 0 = ଶߨ
3 +  4

݊ଶ  (−1)
ାஶ

ୀଵ
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⟹ − ଶߨ
3 =  4

݊ଶ  (−1)
ାஶ

ୀଵ
 

⟹ ଶߨ
12 =  (−1)ିଵ

݊ଶ
ାஶ

ୀଵ
 

  .݂نستعمل نظرية برسفال للدالة  )٣
‖݂‖ଶଶ = |ܽ|ଶ

4 +  |ܽ|ଶ
2  

ାஶ

ୀଵ
 

⟹ 1
ߨ2 න ݔସ݀ݔ = ସߨ

9
గ

ିగ
+ 1

2  ൬ 4
݊ଶ  (−1)൰ଶାஶ

ୀଵ
 

⟹ ସߨ
5 = ସߨ

9 + 1
2  ൬ 4

݊ଶ  ൰
ଶାஶ

ୀଵ
 

⟹ ସߨ
5 − ସߨ

9 = ସߨ4
45 =  8

݊ସ
ାஶ

ୀଵ
 

⟹ ସߨ
90 =  1

݊ସ
ାஶ

ୀଵ
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