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 الَّذي للَّه الْحمد وقاَلَا ۖ◌ ولَقدَ آتَينا داوود وسلَيمان علْما 
 سلَيمان وورِث* الْمؤمنين عباده من كَثير علَىٰ فَضَّلَنا
وداوقَالَ ۖ◌  دا وا يهأَي اسا الننلِّمع قنطرِ مالطَّي ن كُلِّ وا مينأُوت
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ٍّلَّلَّهّْ  ٌّمُّ العلي  صُّدٌّقِّ ا ٍّلَّعَّظيُ   ا
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  الاهداء 
أهدي تخرجي الى منبع الحب والحياة إلى روحك الطيبة إلى معنى 
الرجولة الحقيقية الى من علمني معاني كثيره في الحياه الى من 

                      تربيت على يده أبي الحبيب الذي لن يأتي مثله أبدآ 
  أبي الحبيب....

ب هدي تخرجي الى من وضع ا الجنة تحت اقدامها الى نبع الح
التي حفر اسمها على جدار قلبي الى من سهرت الليالي من 

    امي الحبيبة الغالية...            اجل راحتي الى منبع الطيبة والحنان 
الى من حفروا بصورهم الرقيقة على جدران قلبي ذكرى لم يمحوها 

    غبار زملائي وأصدقائي الطيبون
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  الشكر
العالمين الذي بنعمته تتم الصالحات الحمد  بسم ا والحمد والشكر  رب 

كملت مسيرتي العلمية وانتهت دراسة  الذي بتوفيقه وتسهيل منه جل في علاه
بعد مسيرة دراسية حملت في طياتها الكثير من الصعوبات والمشقة  البكالوريوس

 الى من علموني الحرف الأول   والتعب اليوم نقطف ثمرها والحمد
لم على من أخذوا بيدي في هذا اال وجعلوا من وبصرني بالع
ستاذ حيدر فيصل  اختص بالشكر الا و المنال أساتذتي الافاضل  آياتالعلم احلى 

   غازي 
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العقدية والدوال العقدية  الذي يتكون من فصلان الفصل  تم دراسة هذا البحث الذ يتحدث عن الاعداد
 تطرق الى  يتحدث عن الاعداد العقدية ومن اهم المواضيع الذي تطرقنا الية وهي الأول

اما الفصل الثاني يتحدث  عداد العقدية وخواصها وكذلك تطرق على الدوال العقدية المتعددة القيمالا
تطرق البحث بعتبار الدالة العقدية كتطبيق من ثم درسنا الغايات والاستمرارية   عن الدوال العقدية فقد 

 للدوال العقدية 
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طريقة لحل معادلات الدرجة الثالثة؛ وأسر بطريقته إلى  Niccolo Tartaglia كشف نقولو تارتاجليا
الذي نشرها على  (Geromino Cordano جيرومينو كاردانو  Jerome Cardan جيروم كاردان

وتحداه تارتاجليا أن يدخل معه في مبارزة جبرية، يعرض فيها كلاهما ) ١٥٤٥أنها طريقته هو (
إحدى وثلاثين مسألة يحلها الآخر. وأخفق التلميذ ونجح تارتاجليا، ولكن كاردان كتب سيرة لنفسه 

وتبدأ السيرة بالصراحة العجيبة التي تسري فيها من أولها إلى .عجيبة فاتنة خلدت اسمه على مر الأيام
مع أن أدوية لإجهاض أمي قد جربت ولم  ١٥٠١في الرابع والعشرين من سبتمبر سنة  ولدت:آخرها

تفلح كما سمعت... ومع أن المشتري كان في الأوج والزهراء كانت تسيطر على طالعي، فإني لم 
أصب بعاهة تمنعني من العمل الدائم، إلا في أعضائي التناسلية، ولهذا فإني ظللت في سن الحادية 

إلى الحادية والثلاثين عاجزاً عن مضاجعة النساء، وكثيراً ما رثيت لمصيري وحسدت كل والعشرين 
عاهته الوحيدة؛ فقد كان يتهته في كلامه، وظل طول حياته ولم تكن هذه !من عداي على حسن حظه؟

، وكثيراً ما كان يصاب بعسر الهضم، وخفقان القلب، والفتق، الحلق يشكو بحة الصوت والرشح في
في الجلد، وسرطان في حلمة الثدي اليسرى،  والحكة ،والنقرس ،والبواسير البطن، وزحار والمغص،

يوماً".  وكانت تنتابه "فترة سنوية من الأرق تدوم نحو ثمانين، الثلاثية والحمى ،بالطاعون وأصيب
أصابني انطلاق البول بدرجة مدهشة كبيرة، ومع أني قد مضى علي نحو أربعين  ١٥٣٦"وفي عام 

عاماً أقاسي شر هذا الداء، فأفرز من البول ما بين ستين ومائة أوقية في اليوم، فإني أعيش سليماً فيما 
ناجحاً، داوى نفسه من كل ). وإذ كان قد وهب كل هذه التجارب الطيبة، فقد صار طبيباً ١٣عدا ذلك"(

داء تقريباً إلا داء الغرور، واشتهر بأنه أكثر من يسُعى إليه من الأطباء في إيطاليا، وكان يطلب من 
بلاد بعيدة مثل اسكتلندة ليداوي رئيس أساقفة عجز عن مداواته نفس الأطباء، فشفاه هو من مرضه. 

كما ألقى ، بميلان امة في العلوم الرياضيةوألقى وهو في الرابعة والثلاثين من عمره محاضرات ع
ً يدعى الفنون  ١٥٤٥محاضرات في الطب وهو في سن الخامسة والثلاثين. وفي عام  نشر كتابا

، أضاف فيه معلومات قيمة Raymond Lully استعار عنوانه من ريمند للي Ars Magna الكبرى
إلى علم الجبر الذي لا يزال يتحدث عن "قاعدة كاردان" لحل المعادلات التكعيبية، ويبدو أنه هو أول 
من قال إن معادلات الدرجة الثانية قد تكون لها جذور سالبة. وقد بحث هو مع تارتاجليا وقبل ديكارت 

 De Subtilitate ). وبحث في كتابه١٤في الهندسة( بزمن طويل في إمكان استخدام الجبر
Rerum ،(1551) في موضوع التصوير بالألوان، ولخص في De Rerum Varietate،(1557) 

المعلومات الطبيعية المعروفة في أيامه، وهو مدين في هذين الكتابين بالشيء الكثير لمخطوطات 
وسط أمراضه، وأسفاره، ومتاعبه الشديدة ). وقد ألف ١٥ليوناردو التي لم تكن قد نشرت وقتئذ(
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كتاباً، وقد أوتي من الشجاعة ما يكفي لإحراق  ١٣٨كتاباً، طبع منها حتى الآن  ٢٣٠المرهقة 
وعلم الطب في جامعتي بافيا وبولونيا، ولكنه كان يخلط علمه بالمعلومات السحرية الخفية، .بعضها

صص مجلداً كبيراً لبحث العلاقات بين الكواكب وبالزهو الصارخ الذي أفقده احترم زملائه. وقد خ
، كما بلغ من قوة Freud ووجه الانسان، وبلغ من الخبرة والسخف في تفسير الأحلام ما بلغه فرويد

الأيمان بالملائكة الحافظين ما بلغه الراهب أنجليكو، ولكنه مع ذلك ذكر أسماء عشرة رجال قال إنهم 
م تكن كثرتهم الغالبة من المسيحيين: أرخميدس، وارسطو، أصحاب أكبر العقول في التاريخ ول

والخوارزمي،  Archytas of Tarentum وإقليدس، وأبولونيوس البرجاوي، وارشيتاس التارنتومي
وكلهم من  -Richard Swineshead والكندي، وابن جبير، ودنزاسكوتس، ورتشرد اسوينزهد

مائة عدو، وجلب على نفسه ألف تهمة مزورة، العلماء ما عدا دنزاسكوتس، وخلق كاردان لنفسه 
وكان تعيساً غير موفق في زواجه، وحاول عبثاً أن ينقذ ابنه الأكبر من الإعدام لأنه سم زوجة خائنه، 

، واعتقل فيها إما لأنه مدين، وإما لأنه ملحد، أو لكلتا التهمتين معاً، ١٥٧٠ثم انتقل إلى روما في عام 
ً ولكن جريجوري الثالث عشر  ً سنويا كتب وهو في سن الرابعة .أطلق سراحه ورتب له معاشا

وهو إحدى ثلاث سير ذاتية ألفت في تلك  -De vita propria liber والسبعين كتاب سر حياتي
الفترة من الزمن في إيطاليا. وقد حلل نفسه في هذا الكتاب بثرثرة وأمانة قريبتين كل القرب من ثرثرة 

، وعقله وخلقه، وعاداته، وميوله، ما يحب وما يكره، فضائله، ورذائله، حلل جسمه -منتاني وأمانته
وأسباب شرفه وعدم شرفه، واخطاءه ، ونبوءاته، وأمراضه، وتقلباته، وأحلامه؛ وهو يتهم نفسه، 
بالعناد، والحقد، وعدم الألفة مع بني جنسه، والتسرع في أحكامه، والخصام، والغش في لعب الميسر، 

نتقام، ويذكر: "تبدل الحياة الفاجرة التي كنت أحياها في العام التي كنت أحياها في العام والميل إلى الا
). ويذكر قوائم: بالأشياء التي أشعر أنني أخفقت فيها" وخاصة ١٦الذي كنت فيه مديراً لجامعة بدوا"(

ً ذكر فيها اسمه، و يحدثنا عما كان له حسن تربية أبنائه، ولكنه أيضاً يورد أسماء ثلاثة وسبعين كتابا
من كثير من ضروب العلاج الناجحة والتنبؤات الصادقة، وعن مقدرته الفائقة في المناقشات. وهو 
يأسف لما أصابه من ضروب الاضطهاد، وللأخطار "التي أحاطت بي بسبب أرائي التي لا تتفق مع 

خداعاً من الإنسان؟" ثم لا ). ويسأل نفسه، "أي حيوان أراه أشد غدراً، وخسة، و١٧السنين المألوفة"(
تجيب عن هذا السؤال، ولكنه يسجل أشياء كثيرة توفر له السعادة، منها التغير، والطعام، والشراب، 
وركوب البحر، والموسيقى، ومناظر الدمى المتحركة، والقطط، والعفة، والنوم، ويقول: "إذا نظرت 

أعظم ما يسبب لي السرور منها هو  إلى جميع الأغراض التي قد يبلغها الإنسان، خيل إلي أن
). وكان مطلبه المحبب إليه هو دراسة الطب، الذي ابتكر فيه كثيراً من أنواع ١٨الاعتراف بالحقيقة"(

-١٥٠١، والد جيرولامو كاردانو العالم الطبيعي (Fazio Cardano فادسيو كاردانو.العلاج المدهشة
.يران) أخبر ولده أن ليوناردو نفسه قد جرب الط١٥٧٦
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  المقدمة  ١.١
يعُرف الرقم المركب بأنه مجموع عدد حقيقي ورقم افتراضي، حيث يتم التعبير عن العدد المركب 

هو الجزء الافتراضي، ويتم   biهو الجزء الحقيقي، و  a، حيث a+biفي الشكل القياسي عند كتابته
تربيع العدد؛ إذ ينتج عن تربيع الأعداد تمييز الأرقام الافتراضية عن الأعداد الحقيقية بواسطة 

الحقيقية عدد موجب، بينما ينتج عن تربيع العدد الافتراضي عدد حقيقي سالب، بالإضافة إلى إمكانية 
  استخدام العمليات الحسابية على الأعداد المركبة أو العقدية مثل الجمع، والطرح، والضرب

  الاعداد العقدية وخواصها ) 2.1(
  )1.2.1( تعريف

ويكتب بالشكل  zويرمز له عادة بالرمز ) x,y(نة الزوج المرتب بأ)المركب (رف العدد العقدي يع
ݖ = ݔ + ݅حيث ݕ݅ =  x=Rezويرمز لة بالرمز  zعدد لبالجزء الحقيقي  ل xوعلية نسمي  1−√

وهي اعداد تنتمي الى حقل الاعداد  y=lm zويرمز لة بالرمز  zالخيالي للعدد الجزء فيمثل  yاما 
  اويعبر عنه ℂفيرمز لة بالرمز ) المركبة (اما مجموعة الاعداد العقدية  Rالحقيقية 

ℂ = ,ݔ)} :(ݕ ,ݔ ݕ ∈ ܴ}   
   )2.2.1(مثال

ܼ)الاعداد الاتية هي اعداد عقدية  = 3݅, ܼ = 5 + 6݅, ܼ = 5 , ܼ = 3 −  ܫ3
  )عدد العقديلالخواص الجبرية ل):(3.2.1(نظرية 

ଶܼلتكن :خاصية  الجمع -1 = ܺଶ + ,ଶݕ݅ ଵݖ = ଵݔ + فانة حاصل الجمع   عددين معقدين ଵݕ݅
  تي يعرف بالشكل الا

ଵݖ ± ଶതതതݔ = ଵݔ) + (ଵݕ݅ ± ଶݔ) +   (ଶݕ݅
= ଵݔ) ± (ଶݔ + ଵݕ)݅ ± (ଶݕ = ଶݖ +  ଵݖ

  
  



٣  

ଶݖلتكن  :)4.2.1(مثال  = 1 − ݅ , ଵݖ = 3 +   فان   3݅
ଵݖ + ଶݖ = (3 + 3݅) + (1 − ݅) = (3 + 1) + ݅(3 − 1) = 4 + 2݅ 

ଶݖ: اصية الضرب خ-2 = ଶݔ + , ଶݕ݅ ଵݖ = ଵݔ + ن حاصل الضرب عددين معقدين ف  ଵݕ݅
  :يعرف بالشكل الاتي 

.ଵݖ ଶݖ = ଵݔ) + .(ଵݕ݅ ଶݔ) +  (ଶݕ݅
= ଶݔଵݔ) − (ଶݕଵݕ + ଶݕଵݔ)݅ + (ଶݔଵݕ = .ଶݖ  ଵݖ

   
ଶݖلتكن  :) 5.2.1(مثال = 2 − ݅ , ଵݖ = 1 +   فان  2݅

.ଵݖ ଶݖ = (1 + 2݅). (2 − ݅) 
= ൫1.2 − 2(−1)൯ + ݅൫1(−1) + 2(2)൯ 

= (2 + 2) + ݅(−1 + 4) 
= 4 + 3݅ 

ଶݖلتكن : خاصية القسمة-3 = ଶݔ + ,ଶݕ݅ ଵݖ = ଵݔ + عددين معقدين فان حاصل قسمة  ଵݕ݅
  يعرف بالشكل الاتي 

zଵ
ଶݖ

= ଵݔ + ଵݕ݅
ଶݔ + ଶݕ݅

 

= ଶݔଵݔ + ଶݕଵݕ
ଶଶݔ + ଶଶݕ

+ ଶݔଵݕ   ݅ + ଶݕଵݔ
ଶଶݔ + ଶଶݕ

 

  الخاصية الابدالية  والتجمعية وتنطبق على الاعداد العقدية كما في الاعداد الحقيقية  :) 6.2.1(ملاحظة
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  لتكن :  )7.2.1(مثال
ଶݖ = 2 − 3݅ , ଵݖ = 4 + ݅  

4 + ݅
2 − 3݅ = (4 + ݅)(2 + 3݅)

(2 − 3݅)(2 + 3݅) = 5 + 14݅
13 = 5

13 + 14
13 ݅  

  :)8.2.1(ملاحظة
  z=0أي ان ) 0,0(العنصر المحايد المحايد لعمية الجميع -1
 z=0أي ان )  1,0(العنصر المحايد لعملية الضرب  -2
 z–أي ان  (x,y)–النظير الجمعي للعدد العقدي هو  -3
ଵିݖالنظير الضربي للعدد العقدي هو  -4 = ,ݔ) ଵି(ݕ = ቀ ௫

௫మା௬మ , − ௬
௫మା௬మቁ 

  تترك تمرين لطالب  4والملاحظة  5هو حقل غير مرتب برهان الملاحظة   ℂحقل الاعداد -5
  جد النظير الضربي للعد المعقد : )8.2.1(ملاحظة

ݖ = −7 + 5݅ 
  هو  zان النظير الظربي للعدد 

ଵିݖ = 1
ݖ = 1

−7 + 5݅ = −7 − 5݅
(−7 + 5݅)(−7 − 5݅) 

  بضرب البسط والمقام بمرافق المقام 
ଵିݖ = − ଻

଻ସ − ହ
଻ସ ݅ .  
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  مرافق العدد العقدي 3.1
ݖلتكن  = ݔ +   ويعرف كالاتي   ̅ݖويرمز لة بالرمز  zفان العدد المرافق للعدد   ݕ݅

̅ݖ = ݔ −  ݕ݅
|ݖ| |ݖ|للعدد العقدي ويرمز لة بالرمز) المقياس (والقيمة المطلقة  = ويسمى طول العدد         ̅ݖݖ√
  ويكافئ الصيغة 

|ݖ| = ඥݔଶ + ଶݕ  ≥ 0 
̅ݖفان  z=3-iلتكن   :)1.3.1(مثال = 3 + i   ݖ|وكذلك| ඥ(3)ଶ + (−1) = √10      
  :خواص مرافق ومقياس العدد العقدي4.1

ݖܴ݁-1 = ௭ା௭̅
ଶ , ݖ ݈݉ = ௭ି௭̅

ଶ௜ 
ଵݖ - 2   ± ଶതതതതതതതതതݖ = ଵഥݖ  ±ഥ  ݖଶഥ 

.ଵݖ-3 ଶതതതതതതതݖ = ଵഥݖ .  ଶഥݖ
4-ቀ௭భ

௭మ
ഥቁ = ௭భതതത

௭మതതത     ݖبشرط انଶ ≠ 0 
ݖ -5 ∈ ܴ ↔ ݖ =  ̅ݖ
6- ቚ௭భ

௭మቚ = |௭భ|
|௭మ|      ݖبشرط انଶ ≠ 0 

|̅ݖ|  - 7 =  |ݖ|
̅̅ݖ -8 = z  
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,૚ࢠ لتكن):1.4.1(نظرية  ૛ࢠ ∈ ℂ  فان  
ଵݖ ݈݉-1 ≤ , |ଵݖ| ଵݖ ܴ݁ ≤   |ଵݖ|

ଵݖ| + ଶ|ଶݖ ≤ ଵ|ଶݖ| + ଵഥݖ|2 | ଶݖ + ଶ|ଶݖ| ≤ |ଵݖ|)  +  ଶ|)ଶݖ|
  وباخذ الجذر التربيعي للطرفين نستنتج المطلوب 

૚ࢠ|-2 + |૛ࢠ  ≤ |૚ࢠ| +    |૛ࢠ|
૚ࢠ| + ૛|૛ࢠ = ૚ܢ) + ૚ࢠ)(૛ܢ +  (૛തതതതതതതതതതࢠ

= ૚ܢ) + ૚തതതࢠ)(૛ܢ +  ( ૛തതതࢠ
= ૚തതതࢠ૚ܢ + ૛തതതࢠ૚ܢ  + ૚തതതࢠ૛ܢ +  ૛തതതࢠ૛ࢠ

= ૚|૛ࢠ| + ૛  തതതതതതതതതതതࢠ   ૚തതതࢠ    + ૛ࢠ ૚തതതࢠ +  ૛|૛ࢠ|
= ૚|૛ࢠ| + ૛ࢋࡾ (ࢠ૚തതത ࢠ૛) +  ૛|૛ࢠ|

૚ࢠ|-3 − |૛ࢠ ≥ |૚ࢠ|  +    |૛ࢠ|
ଵݖ| − |ଶݖ  ≤ |ଵݖ| +  |ଶݖ|

since |ݖଵ + |ଶݖ ≤ ଵݖ| +   |ଶݖ
→ ଵݖ| − |ଶݖ = ଵݖ| + |(ଶݖ−) ≤ |ଵݖ| +  |ଶݖ|

= |ଵݖ| +  |ଶݖ|
|૚ࢠ|  | -4 − |૛ࢠ|  ≤ ૚ࢠ| + |૛ࢠ   ≤ |૚ࢠ| +       |    |૛ࢠ|

|ଵݖ| = ଵݖ| + ଶݖ − |ଶݖ ≤ ଵݖ| + |ଶݖ +  |ଶݖ|
→ |ଵݖ| − |ଶݖ| ≤ ଵݖ| + |ଶݖ … … … . . (1) 

(2)݉݋ݎ݂ → ଵݖ| + |ଶݖ ≤ |ଵݖ| + |ଶݖ| … … . (2) 
 (2) ݀݊ܽ(1) ݉݋ݎ݂
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→ |ଵݖ| − |ଶݖ| ≤ ଵݖ| + |ଶݖ ≤ |ଵݖ| +  |ଶݖ|
  

  التمثيل الهندسي والصيغة القطبية للعدد  العقدي  5.1
  تعريف 1.5.1

ݖعند رسم  = ݔ + ݅ يمثل طول المتجه الواصل بين النقطة   |ݖ|فان   ℂفي المستوى العقدي   
(x,y)   كما في الشكل ) 0,0(ونقطة الاصل العدد  

  
  )1(شكل رقم 

θوبالشكل  zالعدد العقدي  (argument)الظاهرة في الشكل تسمى سعة  θالزاوية  = arg    ݖ
  وتعرف بانها الزاوية التي يصنعها العدد العقدي مع محور السينات الموجب 

θغير وحيدة التحديد لان عوضنا ب  θنلاحظ ان  + ݊حيث  ߨ2݊ ∈ فاننلا نحصل على نفس   ݖ
ߨ−النقطة بينما تكون وحيدة حين  < ߠ ≤   arg zعندئذ نطلق عليها القيمة الاساسية للسعة  ߨ

     Arg zويرمز لها بالرمز 
ݖللعدد العقدي  والقيمة الاساسية   Arg zسعة  جد  :)2.5.1(مثال = 1 + ݅    

ݖ ݃ݎܣنجد ان   θحسب تعريف السعة  :الحل  = గ
ସ , ߨ− < 0 ≤ اما الان سنوضح الصيغة  ߨ

  القطبية للعدد العقدي 
arg ݖ = ߠ = tanିଵ ݕ

 ݔ
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= tanିଵ 1
1 

θ = π
4 +  ߨ2݊

݊ = 0, ±1, ±2  
 )الصيغة القطبية ( :)3.5.1(تعريف 

من   z=x+iyالتي تقابل العدد العقدي الغير صفري  (x,y)الاحداث القطبية للنقطة  θو   rلتكن 
ݕ المعرف سابقا ان  = ,  ߠ ݊݅ݏ ݎ ݔ = ݋ܿݎ نستطع كتابه بالصيغة القطبية  zكذلك العدد   ߠ 

  وكما يلي 
ݖ = ߠݏ݋ܿ)ݎ + ݊݅ݏ݅ ) 

,θحيث  ݎ =   كما نبينة بالشكل   zهي السعة للعدد العقدي   |ݖ|

  
  )2(شكل رقم 

݊ = 0, ±1, ±2 , … 
ݖ ݃ݎܣحيث  θاما القيمة الاساسية لهذا السعة فهي اصغر قيمة موجبة للسعة  = ଶగ

ଷ , ߨ− < ߠ ≤
  ߨ
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  عددان معقدان فان  Z1 ,Z2: )4.5.1(نظرية
1- arg(ݖଵݖଶ) = arg ଵݖ + arg   ଶݖ

.ଵݖ ଶݖ = ଵߠݏ݋ܿ)ଵݎ + ݏ݅ ଵ)ݎଵ(ܿߠݏ݋ଶ +  (ଶߠ݊݅ݏ݅
= ݋ଵܿߠݏ݋ܿ]ଶݎଵݎ ଶ − (ଶߠ݊݅ݏଶߠ݊݅ݏ݅ + i[cosθଵ݅ݏ ଶ +     [ଶߠ݊݅ݏଶߠݏ݋ܿ

= ଵߠ)૛[cos࢘૚࢘ + (ଶߠ + ଵߠ)݊݅ݏ݅ +  [(ଶߠ
݃ݎܽ ଵݖଶ = ଵߠ +  ଶߠ

arg ଵݖ + arg ଶݖ = ଵߠ +  ଶߠ
2- arg ቀ௭భ

௭మቁ = ଵݖ݃ݎܽ − arg   ଶݖ

arg ଵݖ
ଶݖ

= arg ଶݖ −  ଶݖ݃ݎܽ

ଵݖ݃ݎܽ + arg 1
ଶݖ

= ଵݖ݃ݎܽ +  [ଶݖ݃ݎܽ−]
= arg ଵݖ − arg  ଶݖ

3- arg(ݖଵഥ ) =                  ଵݖ݃ݎܽ−
ݖ = ߠݏ݋ܿ)ݎ − (ߠ݊݅ݏ݅ = (ߠ)൫cosݎ +  ൯(ߠ−)݊݅ݏ݅

= ߠ− = − arg  ݖ
arg ̅ݖ =   ݖ݃ݎܽ−
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  )5.5.1(تعريف 
  تعرف صيغة اويلر بالشكل الاتي 

݁௜ఏ = cos ߠ +  ߠ ݊݅ݏ݅
العدد العقدي  قطرية لذا يمكن اعادة تعريف قيمة  حقيقية تقاس بالزاوية النصف ال   θحيث 

  بالصيغة الاتية ) 1(المعرف بالصيغة 
ݖ =  ௜ఏ݁ݎ

  بصيغة اويلر  z=-1-iاكتب العدد : ) 6.5.1(مثال
  : الحل 

ߠ = tanିଵ − 1
−1 = tanିଵ 1 

= − ߨ3
4 + , ߨ2݊ ݊ = 0, ±1, ±2 … .. 

ݎ = ඥ(−1)ଶ + (−1)ଶ = √2 

1−لذا يكون   − ݅ = ට2݁௜ቀିయഏ
ర ାଶ௡గቁ    

  جد السعة والقيمة الاساسية للسعة واكتب صيغة اويلر للعدد العقدي  : )7.5.1(مثال

ݖ = −2 − 2݅
√3 + ݅  

  :الحل

ଵߠ = tanିଵ 1
√3 = π

6 +  ߨ2݊

ଶߠ = tanିଵ −2
−2 = ߨ5

4 +   ߨ2݊
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݊ = 0, ±1, ±2, …. 
ݖ݃ݎܽ = ߠ = ଶߠ −  ଵߠ
= ൬5ߨ

4 − ߨ
6൰ +  ߨ2݊

= ߨ13
12 + , ߨ2݊ ݊ = 0, ±1, ±2 , … 

  فتكون الصيغة القطبية للعدد 

ݖ = |−2 − 2݅|
ห√3 + ݅ ห  ݁௜ቀଵଷగଵଶ ାଶ௡గቁ 

ݖ = ݁௜ቀ଻గଵଶାଶ௡గቁ 
(૛ࢠ૚ࢠ)ࢍ࢘࡭ : )8.5.1(ملاحظة ≠ ૚ࢠࢍ࢘࡭ +    ૛ࢠࢍ࢘࡭

ଶݖلنأخذ  :)9.5.1(مثال = −1 , ଶݖ −   فان  2݅
ଵݖ ݃ݎܣ = ߨ

2 , ଶݖ ݃ݎܣ =  ߨ
(ଶݖଵݖ)݃ݎܣوعلية يكون  = (−2݅) = − గ

ଶ  
ଵݖ ݃ݎܣبينما  + ଶݖ ݃ݎܣ = ߨ + గ

ଶ = ଷగ
ଶ 

  
  

  )الفروقالتمثيل الهندسي لمجموع ( 6.1
ଵݖليكن العدد  + ,ଶݖ ଶݖ = ଶݔ + , ݕ݅ ଵݖ = ଵݔ + يمثل نفس الكمية التي نستخدمها لايجاد    ଵݕ݅

ଵݖالمحصلة محصلة قوتين كذلك  − ଵݖأي  (z2-)مع z2      نجمع مع  ଶݖ +    (ଶݖ−)
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  )3(شكل رقم 

  :)1.6.1(ملاحظة
|ݖ| -1 = r     تمثل جميع النقاط الواقعة على محيط الدائرة مركزها نقطة الاصل(x,y)  ونصف

  .rقطرها
ݖ| − |଴ݖ ଴ݖتمثل مجموعة النقاط الواقعة على محيط دائرة مركزها    = = ,଴ݔ) ونصف  (଴ݕ

 rالمعادلة ب  rقطرها 
ଵݖ|-3 −  ଶݖଵݖتعني البعد بين النقطتين     |ଶݖ
ݖ|المتراجحة -4 − |଴ݖ  ≤ r   تمثل مجموعة النقاط الواقعة داخل وعلى محيط دائرة مركزهاz0  

 rونصف قطرها 
ݖ|اثبت ان : )2.6.1(مثال − 2 + ݅| = ଴ݖتمثل دائرة مركزها        3 = 2 − ونصف قطرها  ݅

3   
ݖبما ان  :الحل  = ݔ +   فانة سيكون لدينا  ݅



١٣  

ݔ| + ݕ݅ − 2 + ݅| = 3 
ݔ)| − 2) + ݕ)݅ + 1)| = 3 
(x − 2)ଶ + (y + 1)ଶ = 3 

଴ݖوهو العدد العقدي  (1-,2) بمقارنها مع معادلة الدائرة يكون المركز هو  = 2 − ونصف القطر  ݅
   3هو 

  )قوة العدد العقدي ونظرية ديموفيرا   ( 7.1
  النظرية  1.7.1

  عدد صحيح موجب فانة طبقا لحاصل الضرب يكون   nليكن 
z୬ = ௡(cosݎ ߠ݊ +  (ߠ݊ ݊݅ݏ݅

zି୬عدد صحيح سالب فان  nاما اذا كان  = ଵ
௭೙   ݖحيث ≠ 0   

  العلاقة اعلاه صحيحة لكل
 ݊ ∈ cos)حيث    ݖ ߠ݊ + (ߠ݊ ݊݅ݏ݅ = ߠݏ݋ܿ) +    ௡(ߠ ݊݅ݏ݅

  وتسمى  هذه الصيغة نظرية ديموافر واذا كان الاس كسر فان 
1

௡ݖ = ଵ௡|ݖ|     ൬cos ݖ ݃ݎܣ     + ߨ2݇
݊ + ݖ ݃ݎܣ  ݊݅ݏ݅ + 2݇

݊   ൰  
݇حيث  zوهي الصيغة التي تعطينا جميع الجذور النونية لعدد  = 0,1,2 , . , ݊ − 1  
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ࢠاستخدم علاقة ديموفيرا في حساب  :) 2.7.1(مثال  = ൫−૚ + √૜࢏൯૚૛    
ଵݖنفرض ان    :الحل  = −1 + √3݅  

ଵݖ = 2 ቆ− 1
2 + √3

2 ݅ቇ 

cos ߠ = − 1
2 , ߠ݊݅ݏ = √3

2  
  تقع في الربع الثاني وعلية  ߠاذن 

cos ߠ = − cos ߨ
3 = cos ቀߨ − ߨ

3ቁ 

ߠ݊݅ݏ = sin ߨ
3 = sin ቀߨ − ߨ

3ቁ 

ߠاذن   يكون  = ଶ஠
ଷ 

ଵݖوهذا يؤدي  = 2(cos ଶగ
ଷ + ݊݅ݏ݅ ଶగ

ଷ )  

ݖ = ଵଵଶݖ = (2 ൬cos ߨ2
3 + ݊݅ݏ݅ ߨ2

3 ) ൰ 
  وحسب علاقة ديموفيرا  فانة 

ݖ = 2ଵଶ ൬cos ߨ24
3 + ݊݅ݏ݅ ߨ24

3 ൰ 
= 2ଵଶ(ܿߨ8ݏ݋ +  (ߨ8݊݅ݏ݅

= 2ଵଶ(1 + 0݅) 
→ ݖ = 2ଵଶ 
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  التبولوجيا  للاعداد العقدية  8.1
في هذا الفصل سنتطرق  الى بعض المفاهيم الاساسية التي تتعلق بمجموعات النقط في الفضاء العقدي 

 z(t)واول هذه المفاهيم هو المنحني والذي يعرف  بانة المدى للدالة المستمرة ذات القيم العقدية 
  بالصيغة  [a,b]المعرفة على الفترة المغلقة 
(ݐ)ݖ  = ൫(ݐ)ݔ, ܽحيث  ൯(ݐ)ݕ ≤ ݐ ≤ ,(ݐ)ݔوان  ܾ دوال حقيقية مستمرة ويكون (ݐ)ݕ

,(ݐ)ݔالمنحني املسا  عندما تكون    دوال قابلة للاشتقاق   (ݐ)ݕ
(ݐ)ݖبالمعادلة الوسطية  Cوسنحدد المنحني  = (ݐ)ݔ +   حيث   ݐ)ݕ݅

 ܽ ≤ ݐ ≤   كما موضح في الشكل ويمكن كتابته بالصورة الاتية    ܾ
ܿ: (ݐ)ݕ = ଴ݖ + ଵݖ) − 0, ݐ(଴ݖ ≤ ݐ ≤ 1 

   شكل التيلفان المعادلة تاخذ با c–بالنسبة للمنحني 
−ܿ: (ݐ)ݕ = ଴ݖ + ଴ݖ) − 0, ݐ(ଵݖ ≤ ݐ ≤ 1 

 
فان المعادلة الوسيطية   z(t)منحني معادلة الوسيطية  هي  Cومن هنا نستطيع القول انه كان   

0تكون   C–للمنحني  ≤ ݐ ≤ 1 , 1)ݖ −     (ݐ

  
  )4(شكل رقم 

(ܽ)ݖاذا كانت  =   يسمى منحني مغلق الان دعنا ندرس المنحني الاتي  Cفان  المنحني   (ܾ)ݖ
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(ݐ)ݕ   = , ݐ݊݅ݏ ݐ2݊݅ݏ (ݐ)ݔ = 0حيث ݐݏ݋ܿ ݐ2݊݅ݏ ≤ ݐ ≤    ߨ2
గمن صفر الى  tلاحظ ان 

ଶ  ومن ) 1(النقاط في الورقةగ
ଶ  و   ߨوبين  2في الورقة  ߨالىଷ஠

ଶ  وفي
ଷ஠بين  tواخيرا  3الورق

ଶ   4(في الورقة  ߨ2و(  
وكذلك يمكن ملاحظة ان المنحني يقطع نفسة في نقطة الاصل فقط لذلك نسمي المنحني الذي لايقطع 

(ଵݐ)ݖنفسة نفسه بالمنحني البسيط  والذي يتطلب  ≠ ଵݐعندما يكون  (ଶݐ)ݖ ≠ باستثناء  ଶݐ
ଶݐاحتمالية ان يكون  = ܾ, ଵݐ = ل الان من المواضيع المهمة التي بصدد دراستها في هذا الفص   ܽ
في المستوى العقدي والتي يعرف بانها جميع النقاط التي تحقق المتراجحه     z0في الجوار للنقطة 

  الاتية 
ݖ| − |଴ݖ < ε 

ߝوهذا تمثل  مجموعة النقاط داخل القرص المفتوح بنصف القطر  >   كما موضح بالشكل   z0حول  0

  
  )5(شكل رقم  

εونصف قطرة   ଴ݖالذي يمثل قرص الوحدة المفتوح مركزه  (଴ݖ)ఌܦويرمز له بالرمز  > 0 
ఌ(ܼ଴)ܦوعلية يكون  = {ܼ: |ܼ − ܼ଴| <   ߝ

  بالصيغة   εونصف قطرة   Z0وايضا نستطيع تعريف قرص الوحدة المغلق الذي مركزة 
(଴ݖ)ఌതതതܦ = :ݖ} ݖ| − |଴ݖ ≤  {ߝ

  والقرص المثقوب بالصيغة 
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(଴ݖ)ఌ௑ܦ = :ݖ} 0 < ݖ| − |଴ݖ  < {ߝ = (଴ݖ)ఌܦ
{0}  

وتسمى نقطة   sاذا وجد جوار لهذا النقطة يقع باكملة في   Sوتسمى نقطة داخلية للمجموعة  z0النقطة 
  Z0يكون المجموعة خالية   Sتقطعه مع المجموعة  z0وجود جوار للنقطة  sللمجموعة  خارجية 

  والنقطة التي لاتكون داخلية ولا خارجيه  تسمى نقطة حدودية 

  
  )5(شكل رقم 

   :)1.8.1(مثال
|ݖ|حيث  zمجموعة النقاط   S0لنفترض ان  <   وخارجها وحدودها ؟   s0اوجد داخل المجموعة    1

  الحل 
ݖ|لاحظ ان القرص  s0أي نقطة من   z0لنفترض ان  − عندما  s0يقطع بكاملة داخل    |଴ݖ

ߝ < 1 − |଴ݖ|تحقق    z0نطة داخلية وبالمثل كل نقطة   S0اذن لكل نقطة من    |଴ݖ| > هي   1
|଴ݖ|اذا كان   s0نقطة  خارجية الى  =  s0سوف يحوي نقطا من    z0الى  ߝفان كل الجوار   1

|ܼ|هي كل النقاط الواقعة على الدائرة   Sاذن حدود المجموعة  s0ونقاطا وليس من   = داخل     1
S0  هي المجموعة|ܼ| < |ܼ|فهي مجموعة النقاط التي تحقق    s0اما خارج          1   > انظر   1

  الى الشكل التالي 
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  ) 6(شكل رقم 

تسمى مجموعة مفتوحة اذا كان كل نقطة داخلية وتسمى مغلقة اذا كان كل نقاطها  sالمجموعة 
,ଶܼمجموعة متصلة اذا لكل  Sوكذلك    Sالحدودية تقع داخل  ܼଵ   يوجد منحني يصل بينهما يقع

ܦمثال على ذلك تكون القرص  sباكمله داخل  = :ݖ} |ݖ| < مجموعة متصلة وايضا الشكل   {ܽ
ܣالحلقي  = :ݖ} ܽ < |ݖ| < هو ايضا مجموعة متصلة مفتوحة لان أي نقطة  لان أي نقطتين   {ܾ

  المفتوح فان المنحني الذي يربطهما يقع باكملة داخلة  Aفي 
 وعلية نسمي المجموعة المفتوحة المتصلة باسم المجال والمجال مع جميع نقاط الحدودية يسمى منطقة

:Z}ومثال ذلك الشريط  1 < IM Z ≤ والمجموعة التي تشكل من اتحاد المجال والنقاط  {2
:ܼ}الحدودية  تسمى منطقة مغلقة ومثال على ذلك نصف المستوي  ܺ ≤ متممة ( SCواذا كانت    {ܻ

 sليس متصلة فان   c sتكون متصلة اتصالا بسيطا اما اذا كان sمتصلة فان المجموعة ) Sالمجموعة 
  متصلة اتصالا مضاعفا 
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:ࢠ}ان المجموعة :)2.8.1(مثال |ࢠ| < ૚ }   هي مجموعة متصلة  
 Z0  يحتوي على الاقل نقطة والنقطة   Z0اذا كان كل جوار للنقطة  Sتمسى نقطة تجمع للمجموعة 

مغلقة اذا احتوت على كل نقاط تجمعها لاحظ ان نقطة الاصل   Sوعلية تكون المجموعة  Sواحد من 
ܰ)هي نقطة التجمع الوحيدة للمجموعة  = 1,2, , … )ܼே = ଵ

௡  
 

  حيث  Sجد نقاط التجمع للمجموعة :)3.8.1(مثال

ܵ = ൜(−1)௡. 1
݊ : ݊ = 1,2, … ൠ 

ݏ = ൜−݅, 1
3 , − 4

3 ݅, 5
4 ݅, … ൠ 

ݏايضا يمكن ملاحظة  = ଵݏ   حيث  ଶݏଵܷݏ = {−݅, − ଵ
ଷ ݅, − ଵ

ହ ݅, . .  } .     

ଶݏ = ൜1
2 ݅, 1

4 ݅, 1
6݅ , … ൠ 

والثانية من التعريف نجد ان النقاط التجمع  i- للنقاط الاولى هي  sنلاحظ ان نقاط التجمع للمجموعة 
,݅}هي  sللمجموعة   −݅}     
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  الدوال العقدية 
   



٢١  

   الدوال العقدية )1.2( 
  الدوال العقدية ) :1.1.2(تعريف 

من  zهي قاعدة الارتباط الوحيد لكل عدد    (ℂ ݏ)المعرفة على المجموعة    fتعرف الدالة 
هو صورة  Wوالعدد العقدي  Fتسمىى المجال للدالة   Sالمجموعة  Wمع العدد العقدي  Sالمجموعة 

ܴومجموعة كل الصور  Fبالنسه للدالة  Zالعدد  = ݒ} = :(ݖ)݂ ݖ ∈ او  fتسمى مدى الدالة  {ݏ
    fصورة الداله 

ݖوكما هو معرف بأن العدد  = ݔ + ݓلذلك فان   ݕ݅ = ݑ + هما جزئيين حقيقي  u,vحيث  ݒ݅
ݒحيث  x,yعلى الترتيب والتي تعبر دوال حقيقية تعتمد على المتغيريين  wوالخيالي للعدد  =

,ݔ)ݒ ,  (ݕ ݑ = ,ݔ)ݑ   بالصورة التالية  f(z)لذلك نكتب الدالة  (ݕ
(ݖ)݂   = ݓ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅   . sعلى وهي داله ذات قيم معرفة  (ݕ

من الجدير بالذكر هنا بالنسبة رسم الدالة العقدية فأننا لايمكن ان نتخيل الرسم بسهولة كما هو معتاد 
  عند رسم الدوال الحقيقية بل سيعتمد رسمنا للدالة العقدية على وصف تأثير الدالة على مجالها 

  ):2.1.2(مثال 
(ݖ)݂اذا كانت  =   فأن   ଶݖ

ݔ)݂ + (ݕ݅ = ݔ) + ଶ(ݕ݅ = ଶݔ − ଶݕ +   ݕݔ2݅
,ݔ)ݒ (ݕ =  ݕݔ2

,ݔ)ݑوهنا يكون لدينا  (ݕ = ଶݔ −   ଶݕ
  بينما في حالة القطبية فأن 

݂൫݁ݎ௜ఏ൯ = ൫݁ݎ௜ఏ൯ଶ = ଶ݁௜ଶఏݎ = ߠ2ݏ݋ଶܿݎ + ଶݎ݅ +  ߠ2݊݅ݏ
,ݎ)ݒ (ߠ =  ߠ2݊݅ݏଶݎ

,ݎ)ݑلذا يكون  (ߠ =    ߠ2ݏ݋ଶܿݎ
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  ):3.1.2(مثال 
(ݖ)݂عبر عن الدالة  = ଶݔ8 + ,ݖبدلالة المتغيرين  ଶݕ8݅    ̅ݖ

  بما ان  :الحل 
ݖܴ݁    = ݔ = ௭ା௭̅

ଶ , ݖ ݈݉ = ݕ = ௭ି௭̅
ଶ௜  فان  

(ݖ)݂ = 8 ൬ݖ + ̅ݖ
2 ൰ଶ + ݅8 ൬ݖ + ̅ݖ

2 ൰ଶ 
= ଶݖ2 + ̅ݖݖ4 + ଶ̅ݖ2 − ݖ2)݅ − ̅ݖݖ4 +  (ଶ̅ݖ2
= (1 − i)2zଶ + (4 + 4i)z̅ݖ + (1 − i)2̅ݖଶ 

  الدوال المركبة متعددة القيم 2.2
ݖبانها داله معقدة متعددة القيم اذا كان لكل نقطة  sالمعرفة على المجال  w=f(z)يقال الدالة   ∈   ݏ

   w=f(z)يقابلها عدد القيم 
  معرفة كالاتي  f(z)لتكن الدالة  :) 1.2.2_(مثال 

ݓ = (ݖ)݂ =      ଵଶݖ
ݖفأنها دالة خماسية القيم  لانه كل عدد  ∈  wيوجد ثلاث قيم للمتغير  ݏ

  التحويل الخطي 3.2
ܤلتكن  = ଵܾ + ܾ݅ଶ , ܣ = ܾ݁௜ఏ   حيثb>0  ݓفأن التحويل = (ݔ)݂ = ݖܣ +  ܤ

ويسمى التحويل خطي وهذا  wالى المستوى  zمن المستوى ) شامل ومتبادل(هو تطبيق تقابلي 
التحويل لو امنعا النظر فية لوجدنا انه تركيب من التدوير والتركيب والانتقال وهذا واضح من خلال 

θ = ܭكتدوير يتبعها تكبير بواسطة  ܣ ݃ݎܣ = ܤاما الانتقال فهو خلال المتجه   |ܣ| = ܾଵ +
ܾ݅ଶ  اما التطبيق العكسي لهذا التطبيق فهو  



٢٣  

ݖ = ݂ିଵ(ݓ) = 1
ܣ ݓ − ܤ

 ܣ
   Wالى المستوي  Zتطبيق متباين وشامل من المستوي  Fوالتطبيق 

૚ࢆ)التحويل من نوع  4.2
૛ ,   :(૛ࢆ

ܹالتحويل  = (ݖ)݂ =   نستطيع تمثيلة بالاحداثيات القطبية كالاتي ଶݖ
ݓ  = (ݖ)݂ = ߨ−,  r>0حيث   ଶ݁௜ଶఏݎ < ߠ ≤ فأذا استخدمنا الاحداثيات القطبية     ߨ

ݓللمستوي  = (ݖ)݂فان التحويل   ∅௜݁ߩ =    ଶݖ
∅ = 2θ, ߩ =  ଶݎ

ݓاما اذا استخدمنا الاحداثيات الكارتيزية فان التطبيق  =   سيكون كالاتي  ଶݖ
ݓ = (ݖ)݂ = ଶݖ = ଶݔ − ଶݕ + ݕݔ2݅ = ݑ +  ݒ݅

ݑلذلك  = ଶݔ − ,ଶݕ ݒ =    ݕݔ2
ݓالتحويل  = భݖ

మ  ممكن ان نعبر عنة بالصيغة القطبية كالاتي  
ݓ = (ݖ)݂ = ଵଶݖ  = ଵଶ  ݁௜ఏଶݎ − ߨ < ߠ ≤ , ߨ ݎ > 0 

ݓوكذلك اذا استخدمنا  = ݓفان التطبيق  wفي المستوي  ௜ఏ݁ߩ = భݖ
మ   ߩيكون = rభ

మ   و,  
∅ = ஘

ଶ ݖواذا استخدمنا الاحداثيات الكارتيزية  سيكون = ଶݓ = ଶݑ − ଶݒ + فأن التطبيق  ݒݑ2݅
ݖ =   يعطي بالمعدلات الاتية   ଶݓ

ݔ = ଶݑ − ,  ଶݒ ݕ =  ݒݑ2
 

(ݖ)݂اثبت ان الدالة : ) 1.4.2(مثال  = ݕتحويل الخط  تحويل الخط  ݖ݅ = ݔ + الى  2
ݒ = ݑ− − 2    
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ݑ:الحل  + ݒ݅ = (ݖ)݂ = ݔ)݅ + ݅ ) 
= لذلك نجد  ݕ− +                                        ݔ݅

ݑ     =  ݕ−
ݒ =  ݔ

ݓتحت تأثير التحويل  ): 2.4.2(مثال  = ݖ݅ + يتحول الى نصف  x>0بين ان نصف المستوي  ݅
   v>0يتحول الى نصف المستوي  v>0المستوي 

  :الحل 
ݑ + ݒ݅ = (ݖ) = ݔ)݅ + (ݕ݅ + ݅  

= ݔ݅ − ݕ +   
= ݔ)݅ + 1) − ݕ = ݕ− + ݔ)݅ + 1) 

ݑ = ,ݕ− ݒ = ݔ + 1  
0اذن  < ݔ < 1 ↔ 1 < ݒ < 2  

  كما موضح بالشكل 

  
  )1(شكل رقم 

  
  ):3.4.2(مثال 

ݖ|اثبت ان الصورة  القرص المفتوح    − 1 = ݅| <   تحت تأثير التحويل 2
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ݓ  = (1 − ݖ(݅ + ݓ|هو القرص المفتوح  2݅ + 2 − 2݅| < 4          
  :الحل 

  التحويل العكسي يعطي بالصيغة الاتية 
ݖ = ݓ − 2݅

1 − ݅  
  وبالتعويض يصبح لدينا 

ฬݓ − 2݅
1 − ݅ − 1 − ݅ฬ < 1 

ݓ|وبالتبسيط يكون  − 2݅ − (1 + ݅)(1 − ݅)| < 2 

  
  )2(شكل رقم 

  
  
  
  

   )الغايات والاستمرارية ( 5.2
ذاتها فان غاية للدالة  z0ماعدا  z0معرفة على كل النقاط الجوار للنقطة  fلتكن الدالة المركبة 

f(z)   عندماz  تقترب منz0  هي العددw0  او بعبارة اخرى  
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lim௭→௭బ
(ݖ)݂ =  ଴ݓ

  : وتحليليا يكون التعريف  مكافئ للتعريف الاتي 
  بحيث ان    δيوجد عدد موجب  εلكل عدد موجب 

(ݖ)݂| − |଴ݓ <  ߝ
  متى ما كانت 

0 < ݖ| − |଴ݖ <  ߜ
ݓ|  وهندسيا يكون ان لاي جوار    − |଴ݓ < ε, ε                  للنقطهw0   ߜيوجد جوار لل 

0 < ݖ| − |଴ݖ < كما في  ߝتقع داخل الجوار   wالتي تكون صورتها  zبحيث ان كل نقطة   ߜ
  الشكل 

  

  
  ) 3(شكل رقم 

وهنا جدير بالذكر انه عند دراسة الغايات في الدوال المركبة يجب ان يكون لدينا  الدقه 
ونصف قطرها   x0يمثل فترة مركزها   ߜبينها وبين الدوال الحقيقية ان في الدوال الحقيقية  بالتمييز 

وهذا   ߜونصف قطرة    z0حيث يمثل الجوار   قرص مركزه   ߜبينما الدوال المركبة فأن الجوار  ߜ
(ݔ)݂|    في الجملة εينطبق على الجوار   − |଴ݓ < وهذه الملاحظة تفقد فكرتي النهاية            ߝ

يكون اما من اليمين او اليسار فقط اما في الدوال    x0من اليمين الى اليسار حيث اقتراب النقطة 
  فان الاقتراب يكون عبر مسارات لانهائية  ߜونصف قطرة  z0المركبة حيث الجوار من قرص مركزة 

(ݖ)݂جد الغاية للدالة    ) :1.5.2(مثال  = ௭మିସ
௭ିଶ   ݖعندما →   باستخدام التعريف   2

ݖلاحظ ان الدالة غير معرفة عند  :الحل  =   لذلك يمكن استخدام فكرة التحليل البسيط كالاتي   2
(ݖ)݂ = ݖ) + ݖ)(2 − 2)

ݖ − 2 = ݖ + 2  
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ߝاذن يكون باعتبار  > ߜنختار  0 = ε 
0يكون  < ݖ| − 2| <    ߜ

(ݖ)݂|يؤدي الى  − |(଴ݖ)݂ = ݖ| + 2 − 4| = ݖ| − 2| <     ߝ
lim௭→ଶ (ݖ)݂ = 4      

ݖlim௭→ଶ௜→ଵ(2اثبت ان ) :2.5.2(مثال  + 3) = 4݅ + 1    
εلتكن  :الحل  > δيجب ان نجد   0 > 0بحيث يكون  0 < ݖ| − (2݅ − 1)| < يقابل     ߜ

ݖ2| + 3 − (4݅ + 1)| < ε        الان نعيد كتابتة  
ݖ2| + 3 − (4݅ + 1)| = ݖ2| − 4݅ + 2| < ห2൫ݖ − (2݅ − 1)൯ห

< |2 − (2݅ − 1)|   < ε
2 

δنختار  = ௘
ଶ  فان في هذه الحالة يكون  

0 < ݖ| − (2݅ − 1)| <  ߜ
ݖ2|يؤدي ال  + 3 − (4݅ + 1)| <    ߝ

  وهذا يؤدي الى ان 
lim௭→ଶ௜→ିଵ(2ݖ + 3) = 4݅ + 1 

   )3.5.2(تعريف 
مع حقل الاعداد العقدية عندئذ يطلق علية حقل الاعداد العقدية ) الما نهاية (  ∞عندما تكون النقطة 

ومن   ∞من الما لانهاية  zالموسعة وهنا ندرس الغاية ومفهومها للدول العقدية عندما يقترب المتغير 
,଴ݓتعريف الغاية سابقا سنقوم بتغير   بسيط لجوار النقاط  والنظرية الاتية  ستبين  ∞بجوار   ଴ݖ

  كيف يتم ذلك  
  

  ) :4.5.2(نظرية 
  فان  wنقطة في المستوي    w0  ,zنقطة في المستوي   z0لتكن 

1-lim௭→௭బ (ݖ)݂ = lim௭→௭బاذا وفقط اذا كان   ∞
ଵ

௙(௭) = 0  
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2-lim௭→ஶ (ݖ)݂ = lim௭→଴اذا وفقط اذا   ଴ݓ ݂ ቀଵ
௭ቁ =   ଴ݓ

3-lim௭→ஶ (ݖ)݂ = lim௭→଴اذا وفقط اذا  كان   ∞ ଵ
௙ቀభ

೥ቁ = 0   
  : البرهان 

0عندما  < ݖ| − |଴ݖ <    ߜ
|ݓ|تقع داخل الجوار  w=f(z)وهذا يعني  > ଵ

ఌ  متى ماكانت  ∞النقطةz  تقع داخل الجوار  
0 < ݖ| − |଴ݖ <                  ߜ

ቚوعلية يكون  ଵ
௙(௭)ቚ < ε           0عندما < ݖ| − |଴ݖ <   ߜ

lim௭→௭బلذا يكون 
ଵ

௙(௭)         
lim௭→ஶلتكن  -2 (ݖ)݂ = ߝلذلك لكل   ଴ݓ > δيوجد   0 >   بحيث ان  0

|ݖ|عندما  > ଵ
ఋ   (ݖ)݂|يكون − ଵضع   |଴ݓ

௭   محلz   لذلكቚ݂ ቀଵ
௭ቁ − ଴ቚݓ <   عندما  ߝ

 0 < ݖ| − 0| <   هو المطلوب  الحالات الاخرى تترك تمرين لطالب  ߜ
  : جد قيمة مايلي ) 2.2.6(مثال 

lim௭→ିଵ 
ݖ݅ − 2
ݖ + 1  

  
lim௭→ିଵبما ان  : الحل  ௭ାଵ

௜௭ିଶ   لذلك يكون حسب النظرية اعلاه  
lim௭→ିଵ

ݖ݅ − 2
ݖ + 1 = ∞ 

  
lim௭→ஶاثبت ان :   )5.5.2(مثال  ଶ௭ఱିଵ

௭రାଵ   
  بما ان   :الحل 
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lim௭→଴
ቀ ସቁݖ1 − 1

ହݖ2 + 1 = lim௭→଴
1)ݖ − (ସݖ

2 + ହݖ = 0 

  لذلك بواسطة النظرية يكون 
lim௭→ஶ

ହݖ2 − 1
ସݖ + 1 = ∞ 

ݓلتكن  ): 6.5.2(نظرية  = (ݖ)݂ = ݑ + معرفة بجوار   النقطة  w  دالة عقدية حيث   ݒ݅
଴ݖ = ଴ݔ + ଴ݓذاتها لتكن    z0ماعدا    ଴ݕ݅ = ଴ݑ +   حيث   ଴ݒ݅

଴ݒ  = ,଴ݔ)଴ݒ ,(଴ݕ u଴ = u଴(x଴, y଴)          عندئذ يكون  
lim௭→௭బ

(ݖ)݂ =  ଴ݓ

,ݔ)ቊlim(௫,௬)→(௫బ,௬బ)اذا وفقط اذا كان  (ݕ = ଴ݑ
lim(௫,௬)→(௫బ,௬బ)(ݔ, (ݕ =     ଴ݒ

ߝصحيحة لذلك لكل ) 1(نفرض  :البرهان  > ଶߜيوجد   0 > 0, ଵߜ >   بحيث ان   0
ݑ|اذا كان  − |଴ݑ < க

ଶ , 0 < ඥ(ݔ − ଴)ଶݔ + ݕ) − ଴)ଶݕ  < δଵ 
ݒ|               − |଴ݒ < ε

2 , 0 < ඥ(ݔ − ଴)ଶݔ + ݕ) − ଴)ଶݕ  < δଶ 
,δଶاصغر من  δفاذا فرضنا ان    فما ان   ଵߜ

ݑ)| + (ݒ݅ − ଴ݑ) − |(଴ݒ݅ = ݑ)| − (଴ݑ + ݒ)݅ − |(଴ݒ ≤ ݑ| − |଴ݑ + ݒ| −  |଴ݒ
ඥ(ݔ − ଴)ଶݔ + ݕ) − ଴)ଶݕ = ݔ)| − (଴ݔ + ݕ)݅ − |(଴ݕ

= ݔ)| + (ݕ݅ − ଴ݔ) +  |(଴ݕ݅
  فلذلك اذا كان 

0 < ݔ)| + (ݕ݅ − ଴ݔ) + |(଴ݕ݅ <  ߜ
ݑ)| + (ݒ݅ − ଴ݑ) − |(଴ݒ݅ < ߝ

2 + ߝ
2 =  ߝ

  
  وهذا يبرهن  ان 
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lim௭→௭బ
. (ݖ)݂ =  ଴ݓ

  ولبرهنة الاتجاة المعاكس نفرض ان 
lim௭→௭బ

. (ݖ)݂ =  ଴ݓ
εفمن التعريف يكون لدينا ان لكل   > δيوجد  0 >   بحيث ان  0

ݖ| − |଴ݖ < ߜ → (ݖ)݂| − |଴ݓ <  ߝ
  من التعريف مقياس العدد العقدي فأنة 

ඥ(ݔ − ଴)ଶݔ + ݕ) − ଶ(ݕ  < ߜ → (ݖ)݂| − |଴ݓ < ε    
,ݔ)ݑ| (ݕ − |଴ݓ = (ݖ)݂)ܴ݁| − |(଴ݓ  ≤ (ݖ)݂| −    |଴ݓ
,ݔ)ݒ| (ݕ − |଴ݓ = (ݖ)݂)݈݉| − |(଴ݓ ≤ (ݖ)݂| −   |଴ݓ

εومن العلاقتين اعلا نستنتج ان كل  > ߜيوجد   0 >   بحيث ان   0
0 < ඥ(ݔ − ଴)ଶݔ + ݕ) − ଴)ଶݕ < ߜ → ,ݔ)ݑ| (ݕ − |଴ݑ <  ߝ
0 < ඥ(ݔ − ଴)ଶݔ + ݕ) − ଴)ଶݕ < ߜ → ,ݔ)ݒ| (ݕ − |଴ݒ <  ߝ

  ) ١وهذا مكافئ للعلاقة (
  اوجد نهاية الدالة العقدية   :)٧.٥.٢مثال(

(ݖ)݂ = ݔ
ସݔ + ସݕ + ݅ ଶݔ2) − (ݔݕ

ସݕ + 1   
ݖعندما  → 1 − ݅    
  نستطيع ان نلاحظ ان    f(z)من الدالة  الحل :

,ݔ)ݑ (ݕ = ݔ
ସݔ + ସݕ  , ,ݔ)ݒ (ݕ = ଶݔ2)   − (ݔݕ

ସݕ + 1   

଴ݖلذلك  = 1 − ݅ ↔ ൜ݔ଴ = 1       
଴ݕ = −1       

lim(௫,௬)→(௫బ,௬బ)والان يكون  ,ݔ)ݑ (ݕ = lim(௫,௬)→(ଵ,ିଵ) ௫
௫రା௬ర = ଵ

ଶ    



٣١  

lim(௫,௬)→(௫బ,௬బ) ,ݔ)ݒ (ݕ = lim(௫,௬)→(ଵ,ିଵ)
ଶݔ2 − ݔݕ

ସݕ + 1 = 1
2 

଴ݑاذن يكون  = ଵ
ଶ , ଴ݒ = ଵ

ଶ    بالتالي حسب النظرية  
lim (ݖ)݂ = ଴ݓ = ଴ݑ +  ଴ݒ݅

lim௭→ଵା௜ (ݖ)݂ = 1
2 + 1

2 ݅ 
  الاستمرارية ) ( ٦.٢
 مستمرة عند النقطة  fيقال الدالة    z0الذي يحوي   Dدالة عقدية   معرفة على لمجال    f(z)ليكن 

Z0   اذا كان  
lim௓→௓బ

(ܼ)ܨ   =  (ܼ)ܨ
,ܦܼ߳اذا تحقق الشرط الاتي  Z0مستمرة عند النقطة   Fوبعبارة اخرى الدالة  ߝ > ߜيوجد  0 > 0 

  بحيث ان 
 |ܼ − ܼ଴| < (ݖ)݂|يؤدي الى   ߜ − |(଴ݖ)݂ < ε        
  

   ):١.٦.٢نظرية (
ومستمرة عند  gofفأن  (଴ݖ)݂مستمرة عند النقطة  gوالدالة   z0مستمرة عند النقطة   fاذا كانت 

    z0النقطة 
  البرهان 

εفان لكل  (଴ݖ)݂عند النقطة   gومن تعريف الاستمرارية  للدالة  > ଵߜيوجد   0 >   بحيث   0
ݓ| − |(଴ݖ)݂ < ଵߜ → ห݃(ݓ) − ݃൫݂(ݖ଴)൯ห <  ߝ

z0  εଵمستمرة عند النقطة   fوكذلك بما ان  > δيوجد   0 >   بحيث  0
ݖ| − |଴ݖ < δ → (ݖ)݂| − |(଴ݖ)݂ <  ଵߝ

ଵߜوبفرض  = ,ଵߝ ݓ =   نستنتج ان   (ݖ)݂
ݖ| − |଴ݖ < ߜ → (ݖ)݂| − |(଴ݖ)݂ < ଵߝ → ห݃(ݓ) − ݃൫݂(ݖ଴)൯ห <  ߝ
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    ଴ݖمستمرة عند النقطة   ݂ ݋  ݃وبعد اثبات  ان 
଴ݖمستمرة عند النقطة   f(z)وهذا من الجدير بالملاحظة اننا نقول للدالة  = ଴ݔ +   اذا كان   ଴ݕ݅

,ݔ)ݑ   ,(ݕ ,ݔ)ݒ ,଴ݔ)مستمرة عند النقطة  (ݕ     (଴ݕ
  ) :٢.٦.٢مثال (

  افحص استمرارية الدالة التالية 
൜ ,              ݖ ݖ ݂݅ ≠ ݅
0                , ݖ݂݅ ≠ ݅ 

  الحل :
૚ − (࢏)ࢌ = ૙ (࢚࢙࢏࢞ࢋ) 

૛ − ૚→ࢠܕܑܔ (ࢠ)ࢌ = ૚→ࢠܕܑܔ ૛ࢠ = −૚ 
1−غاية الدالة   ≠بما  ان قيمة الدلة  ≠ 0  

  الدالة غير مستمرة 
  ) :٣.٦.٢مثال (

  افحص استمرارية الدالة التالية 
(ݖ)݂ = ቄ ݖ + 1          , ݖ ≤ 12                , ݖ > 1     

1 − ݂(1) = 2  
2 − lim௭→ିଵ (ݖ)݂ = lim௭→ିଵ ݖ + 1 = 1 + 1 = 2 

lim௭→ିଵ (ݖ)݂ = lim௭→ିଵ 2 = 3 
  بما ان الدالة موجودة 

  وان غاية اليمين =غاية اليسار 
  الدالة مستمر 
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