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الشكر والتقدير    

 

بسم الله الرحمن الرحيم، والحمد لله رب العالمين الذي وفقنا وأعاننا على إنهاء هذا البحث   

والخروج به بهذه الصورة المتكاملة، فبالأمس القريب بدأنا مسيرتنا التعليمية ونحن نتحسس  

 الطريق برهبة وارتباك، فرأينا أن )رياضيات( هدفا سامياً وحبا وغاية تستحق السير 

 

، وإن بحثنا يحمل في طياته طموح شباب يحلمون أن تكون أمتهم العربية كالشامة بين لأجلها 

 الأمم. 

 

وانطلاقا من مبدأ أنه لا يشكر الله من لا يشكر الناس فإننا نتوجه بالشكر الجزيل للأستاذ )عدي  

ل  صاحب( الذي رافقتني في مسيرتنا لإنجاز هذا البحث وكانت لها بصمات واضحة من خلاحاتم 

توجيهاتها وانتقاداتها البناءة والدعم كما نشكر عائلاتنا التي صبرت وتحملت معنا ورفدتنا  

بالكثير من الدعم على جميع الأصعدة، ونشكر الأصدقاء والأحباب وكل من قدم لما الدعم المادي  

وأخيرا نتوجه بشكر خاص للدكتورة رئيس قسم الرياضيات ازل موسى جعفر وكذالك نشكر  أو

أساتذة الرياضيات....   جميع  

 

 



 
 

  

5 

 

  

 

 

 الخلاصة

 

 

في الفصل الاول تم تعريف الدالة التحليلية مع الأمثلة التي تحققها والنظريات والدالة الكلية والنقاط الشاذة وتم تناول   

ريمان وتم تناول اصفار الداله كذالك تم تناول  مفكوك تايلر والرواسب الدالة ) نظرية كوشي للرواسب ( كوشي شرطي   

كورسات ونضريات الأساسية في الجبر ونظرية   –التكاملية كذالك مبرهنة كوشي  في الفصل الثاني تم تناول صيغة كوشي 

 ليوفيل ونظرية كروس والدالة التوافقية والتطبقات العملية  
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 الفصل الأول 

 

(.المقدمـــــــــــة 1[.) 1]  

   oD   إذا كانت قابلة للإشتقاق عند كل نقاط 

Complex analysisالتحليل المركب أو التحليل العقدي )بالإنجليزية:  أحد فروع الرياضيات  هيالدالة  يمكن تعريف 

في توابع )دوال( الأعداد المركبة والتي تعرف أيضا بالعقدية، للتحليل المركب استخدامات واسعة في الرياضيات  التي تبحث

التطبيقية وفي فروع متعددة من الرياضيات.  الاهتمام الأساسي للتحليل المركب هو الدوال التحليلية ذات المتغيرات 

.  الشكلرف بالدوال تامة المركبة، أو ما يع   

 [1].(1-1)الدالة التحليلية :

يقال انها دالة تحليلية)هلومرفية( عند النقطة    𝒇(𝒛) تعريف. الدالة العقدية    

 . D D  تكون تحليلية ضمن المنطقة  فإنها  وإذا كانت تحليلية عند كل نقاط المنطقة    𝒛𝟎 جوارما للنقطة 

  .(Entire Function) فإنها يقال عليها دالة كلية     𝒛 تحليلية عند كل نقاط المستوي   𝒇(𝒛)  وإذا كانت الدالة 

  

ليست تحليلية    𝒇(𝒛) = |𝒛|𝟐 تحليلية عند كل نقطة غير صفرية في المستوي المنتهي بينما الدالة     𝒇(𝒛) =
𝟏

𝒛
- 1مثال) 

2)  :  

  

𝒛الدالة   وليس في أي مكان آخر. =  عند كل نقطة لأن مشتقتها موجودة فقط عندما  𝟎

ولكنها تحليلية عند بعض نقاط أي جوار للنقطة        𝒛𝟎 إذا كانت ليست تحليلية عند النقطة     𝒇(𝒛) الان إعطاء تعريفا

نقطة شاذة    (Singular Point)حيث أن الدالة .   𝒛𝟎  عندئذٍ تسمى النقطة 

 

 𝒛𝟎 
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( 3- 1) مثال  

 

 (1-4)نظرية 

لهما مشتقات جزئية     𝒇(𝒛) إذا وفقط إذا كان الجزء الحقيقي والتخيلي من   D تكون دالة تحليلية في مجال      

𝒇(𝒛) 

.D ريمان عند جميع نقاط - مستمرة من الرتبة الأولى وتحقق معادلتي كوشي  

( 5-1) مثال   

 

 

 

( 6- 1مثال)   

دالة كلية.   𝒇(𝒛) = 𝒆𝒚 𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙𝒊𝒆𝒚إثبت أن الدالة 

 الحل .  نجد المشتقات الجزئية للدالتين 

𝒖𝒙 = −𝒆𝒚 𝒔𝒊𝒏 𝒙  , 𝒖𝒚 = 𝒆𝒚 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

𝒗𝒚 = −𝒆𝒚 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ,          𝒗𝒙 = −𝒆𝒚 𝒔𝒊𝒏 𝒙     

ريمان عند كل نقاط المستوي وبالتالي تكون - بالإضافة إلى انها تحقق معادلتي كوشي   𝒛  وهذه الدوال الحقيقية مستمرة

 لكل قيم  تحليلية عند كل نقط المستوي لذلك فهي دالة كلية .

( 7- 1مثال)   
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تحليلية عندها حيث     𝒇(𝒛) حدد النقاط التي تكون الدالة   (8-1مثال)   

𝒇(𝒛) = 𝒛𝒆−|𝒛|𝟐
 

كالاتي:    𝒇(𝒛)   الحل .  نعيد كتابة الدالة 

𝒇(𝒛) = (𝒙 − 𝒊𝒚)𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐) 

كالآتي:   𝒗, 𝒖  ومنها تكون الدوال الحقيقية 

𝒖(𝒙, 𝒚) = 𝒙𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐) ,    𝒗(𝒙, 𝒚) = −𝒚𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐) 

 الآن نجد مشتقاتها الجزئية من الرتبة الأولى 

𝒖𝒙 = 𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐) − 𝟐𝒙𝟐𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐)  , 𝒖𝒚 = −𝟐𝒙𝒚𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐) 

𝒗𝒙 = 𝟐𝒙𝒚𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐)  , 𝒗𝒚 = −𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐) + 𝟐𝒚𝟐𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐) 

 بالنظر إلى قيم المشتقات أعلاه غير أن 

𝒖𝒚 = −𝒗𝒙 
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فقط عندما يكون     𝒖𝒙 = 𝒗𝒚  بينما 

𝟐𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐) − 𝟐𝒙𝟐𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐) − 𝟐𝒚𝟐𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐) = 𝟎 

                                                                       𝟐𝒆−(𝒙𝟐+𝒚𝟐)(𝟏 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) =  أو                                  𝟎

 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 =  لذلك يكون لدينا            𝟏

  |𝒛| = 𝟏 تحليلية فقط على الدائرة    𝒇(𝒛) مستمرة لذلك نستنتج أن    𝒗𝒚, 𝒖𝒚, 𝒗𝒙, 𝒖𝒙 وبما أن جميع المشتقات

( 9- 1. مثال) [3]الجزئية     

 

 

 

 

تكون ثابتة.    𝑓(𝑧) في هذا المجال فإن    𝑓′(𝑧) = وأن      0 𝐷 تحليلية عند مجال   𝑓(𝑧) إذا كانت .(10- 1) نظرية     

 الدالة   

, عكس هذا أي أن     𝑓 = |𝑓(𝑧)|  فإن   0 = 𝑓(𝑧)   فإذا  كانت    0 = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)       البرهان .  لتكن 

 

|𝑓(𝑧)|2 = 𝑢2 + 𝑣2 ≡ 𝑐 ≠ 0 
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  𝑢𝑢𝑦 + 𝑣𝑣𝑦 = 0   , 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑣𝑥 = يكون      0 𝑦 , 𝑥  بأخذ المشتقات الجزئية بالنسبة لـ 

ريمان لذلك نجد  -وبما أن الدالة تحليلية فهي تحقق معادلتي كوشي   

𝑢𝑢𝑥 − 𝑣𝑢𝑦 = 0   , 𝑣𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑦 = 0 

(𝑥2 + 𝑦2)𝑢𝑥 = 0  ,      (𝑥2 + 𝑦2)𝑢𝑦 =  وعليه يكون                                 0

𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 =  وهنا نستنتج أن                                                                         0

𝑣𝑥 = 𝑣𝑦 =  وكذلك بنفس الطريقة نستنتج أن                                                   0

دالة ثابتة.   𝑓  وبالتالي تكون الدالة 

  𝐷 يجب أن تكون ثابتة خلال المجال   𝑓(𝑧) فإن    𝐷 كلاهما تحليلية عند المجال   𝒇(𝒛), 𝒇(𝒛) [4 ].إثبت أن   (11- 1) مثال

 إذا كانت 

𝒇(𝒛) = 𝒖(𝒙, 𝒚) + 𝒊𝒗(𝒙, 𝒚)  الحل .   لتكن 

𝒇(𝒛) = 𝑼(𝒙, 𝒚) + 𝒊𝑽(𝒙, 𝒚)   فتكتب 

 (𝟓)                              𝑼(𝒙, 𝒚) = 𝒖(𝒙, 𝒚), 𝑽(𝒙, 𝒚) = −𝒗(𝒙, 𝒚)                                 حيث 

تحليلية    𝒇(𝒛) وبما أن الدالة 

أي أن     𝑫 ريمان في المجال  - إذن تحقق معادلتي كوشي  

(𝟔)                        𝒖𝒙 = 𝒗𝒚  ;   𝒖𝒚 = −𝒗𝒙                                                           

تحليلية , إذن نستنتج أن    𝒇(𝒛)  ومن كون الدالة 

(𝟕)                      𝑼𝒙 = 𝑽𝒚  ;   𝑼𝒚 = −𝑽𝒙                                                             

نجد أن     (𝟕),  بالنظر للعلاقات (𝟔)

(𝟖)                      𝒖𝒙 = −𝒗𝒚  ;   𝒖𝒚 = 𝒗𝒙                                                             

   .𝑫 في المجال     𝒖𝒙 = 𝟎 بما يقابلها نستنتج     (𝟖),  بجمع المعادلتين  (𝟔)

  𝒗𝒙 = 𝟎 بما يقابلها نجد    (𝟖),  وكذلك بطرح المعادلتين  (𝟔)

( فإن الدالة تكون ثابتة .10- 2النظرية )وبإستخدام      𝒇′(𝒛) = 𝒖𝒙 + 𝒊𝒗𝒙 = 𝟎 + 𝒊𝟎 =  لذلك       𝟎
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( 12-1)برهن ان الدالة  

 

( 13-1)نظرية  

قطب من    𝒛𝒐 فإن      𝒇(𝒛) =
𝒈(𝒛)

(𝒛−𝒛𝒐)𝒎
 , 𝒎 ≥ 𝟏 ولتكن    𝒈(𝒛𝒐) ≠ 𝟎 , 𝒛𝒐 دالة تحليلية عند    𝒈(𝒛) لتكن   

   . 𝒇(𝒛) للدالة     𝒎 الدرجة 

  ) 𝒎 والقطب أيضاً من الدرجة    𝒎  هذه النظرية توضح العلاقة بين الصفر للدالة من الدرجة ( 

دالة تحليلية لذلك حسب مفكوك تايلور للدالة يكون    𝒈(𝒛)  البرهان .  لتكن 

𝒈(𝒛) = 𝒄𝟎 + 𝒄𝟏(𝒛 − 𝒛𝒐) + 𝒄𝟐(𝒛 − 𝒛𝒐)𝟐 + ⋯ 

𝒄𝟎 = 𝒈(𝒛𝒐) ≠  حيث     𝟎

 إذن  

𝒇(𝒛) =
𝒈(𝒛)

(𝒛 − 𝒛𝒐)𝒎
=

𝒄𝟎

(𝒛 − 𝒛𝒐)𝒎
+

𝒄𝟏

(𝒛 − 𝒛𝒐)𝒎−𝟏
+ ⋯ + 𝒄𝒎 + 𝒄𝒎+𝟏(𝒛 − 𝒛𝒐) + ⋯ 

 

 

 

( 14- 1مثال)   

ثم صنفها.   𝒇(𝒛) =
𝒄𝒐𝒕 𝒛

𝒛
جد أصفار وأقطاب الدالة    

 الحل .  بما أن  
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𝒇(𝒛) =
𝒄𝒐𝒔 𝒛

𝒛 𝒔𝒊𝒏 𝒛
 

    𝒛 = (𝒏 +
𝟏

𝟐
) 𝝅   𝒏 = 𝟎, ∓𝟏, ∓𝟐, يؤدي إلى أن       … 𝒄𝒐𝒔 𝒛 =  وبفرض أن 𝟎

𝒔𝒊𝒏 (𝒏 +
𝟏

𝟐
) 𝝅 ≠  وبما أن    𝟎

𝒄𝒐𝒔′ (𝒏 +
𝟏

𝟐
) 𝝅 ≠  وهذه تمثل    𝟎

  (𝒏 +
𝟏

𝟐
) 𝝅 , 𝒏 = 𝟎, ∓𝟏, ∓𝟐, … لذلك يكون لهذه الدالة صفراً بسيطا عند النقاط                  

و وبما أن   z=0  و 𝒛 = 𝒏𝝅  , 𝒏 = 𝟎, ∓𝟏, ∓𝟐, 𝒛 وهذا يتحقق عندما تكون   … 𝒔𝒊𝒏 𝒛 = الآن بالنسبة للأقطاب  𝟎

 نضع 

  𝒛 = 𝒏𝝅, 𝒏 = 𝟎, ∓𝟏, لذلك تكون لهذه الدالة قطباً بسيطاً عند ...   ,∓𝟐 𝒔𝒊𝒏′(𝒏𝝅) ≠ 𝟎 الذي يمثل    𝒄𝒐𝒔(𝒏𝝅) ≠

𝟎 

)𝒛 → 𝟎 بالاضافة الى ذلك فان الدالة تحليلية عند الصفر وغايتها لاتساوي صفرا عندما)    

( 15- 1) مثال  

𝒇(𝒛) = 𝒔𝒊𝒏𝒉 (
𝟏

𝒛
 جد أصفار الدالة    (

 الحل .  لإيجاد أصفار هذه الدالة تكون 

𝒔𝒊𝒏𝒉 (
𝟏

𝒛
) = 𝟎 

 ومن العلاقة  

𝒔𝒊𝒏(𝒊𝒛) = 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒛 

 لذلك نجد أنه 

𝒔𝒊𝒏 (
𝒊

𝒛
) = 𝟎 ⟹  

𝒊

𝒛
= 𝒏𝝅 

𝒛𝒏 =
𝒊

𝒏𝝅
  , 𝒏 = 𝟎, ∓𝟏, ∓𝟐,  وأن جذور )أصفار( هذه الدالة يكون  …

. هذه الأصفار لذلك كلها تكون أصفار بسيطةوبما أن المشتقة الأولى غير صفرية عند   

 

 نظرية  (16-1)

 𝒛 = 𝒛𝟎 عند   𝒌 لها قطب من الرتبة    
𝟏

𝒇(𝒛)
فإن     𝒛 = 𝒛𝟎 عند   𝒌 دالة تحليلية ولها صفرمن الرتبة    𝒇𝒛 لتكن     
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 أيضاً.

فإن   𝒛𝟎 عند     𝒌 لها صفر من الرتبة     𝒇(𝒛)  البرهان .  بما أن 

 (𝟔)                                     𝒇(𝒛) = (𝒛 − 𝒛𝒐)𝒌𝒈(𝒛)                              

  𝒈(𝒛𝒐) ≠ 𝟎 , 𝒛𝒐 دالة تحليلية عند    𝒈(𝒛) حيث 

 لذلك يكون لدينا  

      (𝟕)                        
𝟏

𝒇(𝒛)
=

𝟏

(𝒛 − 𝒛𝒐)𝒌
⋅

𝟏

𝒈(𝒛)
                                          

( وبإستخدام ضرب كوشي فإن متسلسلة تايلور تكون 6من )  

𝟏

𝒈(𝒛)
= 𝒃𝟎 + 𝒃𝟏(𝒛 − 𝒛𝒐) + ⋯ 

 وعليه تكون  

(𝒂𝟎 + 𝒂𝟏(𝒛 − 𝒛𝒐) + ⋯ )(𝒃𝟎 + 𝒃𝟏(𝒛 − 𝒛𝒐) + ⋯ ) = 𝟏 

( تكون  7وبالتعويض في )   

𝟏

𝒇(𝒛)
=

𝟏

(𝒛 − 𝒛𝒐)𝒌
(𝒃𝟎 + 𝒃𝟏(𝒛 − 𝒛𝒐) + ⋯ ) 

𝒃𝟎 ≠  حيث 𝟎

 .𝒌 لها قطب من الدرجة   
𝟏

𝒇
 لذلك 

 نظرية  (17-1)

فإن   𝒛𝒐 عند      𝒌 لها قطب من الدرجة    𝒇(𝒛) .  إذا كان     

. 𝒛𝒐 عن النقطة   𝒌 لها صفر من الدرجة     
𝟏

𝒇
فإن      

𝟏

𝒇(𝒛𝒐)
≠ وإذا عرفنا     𝟎 𝒛𝒐 لها نقطة شاذة معزولة عند     

𝟏

𝒇
 

 𝒈(𝒛𝒐) ≠ 𝟎 وأن    𝒛𝒐 عند    𝒈(𝒛) فإنه يوجد دالة تحليلية     𝒛𝒐 عند     𝒌 لها قطب من الدرجة    𝒇(𝒛) البرهان .  بما ان

 الدالة  

 حيث

(8)                                     𝒇(𝒛) =
𝒈(𝒛)

(𝒛−𝒛𝒐)𝒌
               

كالآتي  
𝟏

𝒈(𝒛)
( يمكن إيجاد مفكوك تايلور للدالة 8ومن العلاقة )   

𝟏

𝒈(𝒛)
= 𝒃𝟎 + 𝒃𝟏(𝒛 − 𝒛𝒐) + ⋯ 
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 لذلك تكون  

𝟏

𝒇(𝒛)
=

𝟏

(𝒛 − 𝒛𝒐)𝒌
⋅

𝟏

𝒈(𝒛)
          

                                   = (𝒛 − 𝒛𝒐)𝒌 ⋅ (𝒃𝟎 + 𝒃𝟏(𝒛 − 𝒛𝒐) + ⋯ ) 

𝒛𝒐  نقطة شاذة قابلة للإزالة .    ,    
𝟏

𝒇(𝒛𝒐)
≠ 𝟎 بشرط      

𝟏

𝒇
للدالة     𝒌 صفراً من الرتبة    𝒛𝒐  وبالتالي يكون 

 

تكون كالآتي  
𝒇(𝒛)

𝒈(𝒛)
فإن     𝒛𝒐 على الترتيب عند   𝒏, 𝒎 دوال تحليلية مع أصفارمن الرتبة    𝒈(𝒛)  و 𝒇(𝒛) نتيجة . إذا كانت 

 .
𝒇(𝒛)

𝒈(𝒛)
للدالة   𝒎 − 𝒏 وتمثل صفراً من الدرجة     𝒛𝒐 لها نقطة شاذة قابلة للإزالة عند  

𝒇(𝒛)

𝒈(𝒛)
فإن     𝒎 > 𝒏 1 ـ  إذا كان  

. 𝒛𝒐 عند   𝒏 − 𝒎 لها قطب من الرتبة    
𝒇(𝒛)

𝒈(𝒛)
فإن    𝒎 < 𝒏 2   ـ  إذا كان  

.𝒛𝒐 لها نقطة شاذة قابلة للإزالة عند  
𝒇(𝒛)

𝒈(𝒛)
فإن    𝒎 = 𝒏 3 ـ  إذا كان  

بواسطة    𝒛𝒐 تحليلية عند     
𝒇(𝒛)

𝒈(𝒛)
لذلك  ونستطيع تعريفها  

𝒍𝒊𝒎
𝒛→𝒛𝒐

𝒇(𝒛)

𝒈(𝒛)
=

𝒇(𝒛𝒐)

𝒈(𝒛𝒐)
 

 نظرية  (18-1)

لتكن الدالة    

𝒇(𝒛)

𝒈(𝒛)
=

𝒔𝒊𝒏 𝒛

𝒛 𝒄𝒐𝒔 𝒛
 

  𝒏 = 𝟎, ∓𝟏, ∓𝟐, … حيث      𝒛 = 𝒏𝝅 عندما    𝒔𝒊𝒏 𝒛 =  ومن المعروف لدينا أن 𝟎

لها أصفار     𝒈(𝒛) = 𝒛 𝒄𝒐𝒔 𝒛 يكون بسيط وبنفس الطريقة يمكن أن نعرف بأنه     𝒇 فإن صفر الدالة     𝒇′(𝒏𝝅) ≠

 وبما أن 𝟎

  𝒏 = 𝟎, ∓𝟏, ∓𝟐, … حيث    𝒛 = (𝒏 +
𝟏

𝟐
) 𝝅 وكذلك     𝒛 =  بسيطة عند    𝟎

لها السلوك الآتي:   
𝒇(𝒛)

𝒈(𝒛)
 لذلك من النتيجة السابقة فإن 

𝒏 = 𝟎, ∓𝟏, ∓𝟐, …  , 𝒛 = 𝒏𝝅 ـ  لها أصفار بسيطة عند  1  

𝒏 = 𝟎, ∓𝟏, ∓𝟐, …  , 𝒛 = (𝒏 +
𝟏

𝟐
) 𝝅 ـ  لها أقطار بسيطة عند  2  
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.𝒍𝒊𝒎
𝒛→𝟎

𝒇(𝒛)

𝒈(𝒛)
  وأن  0تحليلية عند    -3

 

بينما    𝒛𝒐 لها قطب بسيط عند   𝑸(𝒛) بحيث    𝒛𝒐 تحليليتان عند    𝑸(𝒛) , 𝑷(𝒛) حيث ,𝒇(𝒛) =  
𝑷(𝒛)

𝑸(𝒛)
نتيجة. لتكن 

𝑷(𝒛𝒐)الدالة      فإن   ≠ 𝟎 

𝑹𝒆𝒔[𝒇, 𝒛𝒐] =  
𝑷(𝒛𝒐)

𝑸′(𝒛𝒐)
 

لذلك فإن الراسب لهذه الدالة هو    𝑸′(𝒛𝒐) = 𝟎 أي أن      𝒛𝒐 لها قطب بسيط عند    𝑸(𝒛) البرهان .  الدالة التحليلية 

𝑹𝒆𝒔[𝒇, 𝒛𝒐] = 𝒍𝒊𝒎
𝒛→𝒛𝒐

(𝒛 − 𝒛𝒐)
𝑷(𝒛)

𝑸(𝒛)
                                          

= 𝒍𝒊𝒎
𝒛→𝒛𝒐

𝑷(𝒛)

[
𝑸(𝒛) − 𝑸(𝒛𝒐)

𝒛 − 𝒛𝒐
]

=
𝑷(𝒛𝒐)

𝑸′(𝒛𝒐)
 

 مثال  (19-1)/

𝒇(𝒛) = 𝒄𝒐 𝒔 جد الراسب للدالة     

𝒇(𝒛) =
𝐜𝐨𝐬 𝒛

𝐬𝐢𝐧 𝒛
 الحل .  يمكن إعادة كتابة الدالة    

عدد صحيح وكذلك     𝒏 حيث    𝒛 = 𝒏𝝅 لها قطب بسيط عند   𝒔𝒊𝒏 𝒛 لذلك بما أن البسط والمقام دوال تحليلية وأن 

𝐜𝐨𝐬 𝒏𝝅 ≠ 𝟎 

هو  𝒏 لذلك فإن الراسب  لكل عدد صحيح      

𝑹𝒆𝒔[𝒇, 𝒏𝝅] =
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝝅

𝒔𝒊𝒏′ 𝒏𝝅
= 𝟏 

فإن      𝒛𝒐 دالة تحليلية عند    𝒈(𝒛) وكانت    𝒛𝒐 لها قطب بسيط عند    𝒇(𝒛) نتيجة .  إذا كانت الدالة     

𝑹𝒆𝒔[𝒇𝒈, 𝒛𝒐] = 𝒈(𝒛𝒐)𝑹𝒆𝒔[𝒇, 𝒛𝒐]                            
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                   Cauchy Residue Theorem [2].(20-1  )نظرية كوشي للرواسب  

D   كنتورمغلق بسيط وبالإتجاه الموجب )عكس اتجاه عقرب الساعة( يقع داخل𝒄 منطقة بسيطة الإتصال وليكن    𝑫 لتكن     

فإن   𝒄 تقع داخل   𝒛𝒏, … , 𝒛𝟐, 𝒛𝟏  باستثناء عدد منته من النقاط ,𝒄 شكل   حسبتحليلية داخل وعلى حدود الكانتور  

( 1رقم)  𝒇 فإذا كانت الدالة 

(𝟑)                             ∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒄

= 𝟐𝝅𝒊 ∑ 𝑹𝒆𝒔[𝒇, 𝒛𝒌]                             

𝒏

𝒌=𝟏

  

 

 

 

 

     

 

(  1) شكل رقم  

 

على الترتيب   𝒓𝒌 ونصف قطرها   𝒛𝒌 دوائر بالإتجاه الموجب مركزها   𝒌 = 𝟏, … , 𝒏  حيث ,𝒄𝒌 البرهان .  لتكن المسارات 

(, لذلك فإن الصيغة الآتية متحققة 1-6وكما في الشكل )   

(𝟒)     ∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒄

= ∑ ∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒄𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

                   

حيث    𝒛𝒌 لها متسلسلة لورانت عند   𝒇(𝒛)  الدالة 

𝒇(𝒛) = ∑ 𝒂𝒋(𝒛 − 𝒛𝒌)𝒋

∞

𝒋=−∞

 

 لذلك فإن  

∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒄𝒌

= ∫ ∑ 𝒂𝒋(𝒛 − 𝒛𝒌)𝒋

∞

𝒋=−∞

𝒅𝒛

𝒄𝒌

 

= ∑ 𝒂𝒋 ∫(𝒛 − 𝒛𝒌)𝒋

𝒄𝒌

∞

𝒋=−∞

𝒅𝒛 = 𝟐𝝅𝒊𝒂−𝟏 = 𝟐𝝅𝒊𝑹𝒆𝒔[𝒇, 𝒛𝒌] 

⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ 

 
⋅ 

 

⋅ 

 

𝑧𝑛 𝑧𝑛−1 

 
𝑧2 𝑧1 

𝑐𝑛 𝑐𝑛−1 𝑐2 𝑐1 

𝑐 𝐷 
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(  3( نستنتج العلاقة )4بالتعويض في )  

: جد قيمة التكامل (21- 1) مثال  

∫
𝒛 − 𝟏

𝒛(𝒛𝟐 + 𝟏)
𝒅𝒛

𝒄

 

في الإتجاه الموجب    |𝒛 − 𝒊| =
𝟏

𝟐
هو المسار    𝒄 حيث 

 الحل .   

𝒛 − 𝟏

𝒛(𝒛𝟐 + 𝟏)
=

𝒛 − 𝟏

𝒛(𝒛 − 𝒊)(𝒛 + 𝒊)
 

 𝒛 = 𝒊 وعليه نجد الراسب للدالة عند    𝒛 = 𝒊 تحوي على نقطة شاذة واحدة وهي    𝒄 نلاحظ أن المنطقة الداخلية للمسار 

 وكما يلي 

𝑹𝒆𝒔[𝒇, 𝒊] = 𝒍𝒊𝒎
𝒛→𝒊

(𝒛 − 𝒊)
𝒛 − 𝟏

𝒛(𝒛 − 𝒊)(𝒛 + 𝒊)
 

= (−
𝒊 − 𝟏

𝟐
) 

 لذلك فإن  

∫
𝒛 − 𝟏

𝒛(𝒛𝟐 + 𝟏)
𝒅𝒛

𝒄

= 𝟐𝝅𝒊𝑹𝒆𝒔[𝒇, 𝒊]                             

                              = 𝟐𝝅𝒊 (−
𝒊 − 𝟏

𝟐
) = 𝝅(𝒊 + 𝟏) 

 

( 22- 1:) مثال  

[ 5] في الإتجاه الموجب    |𝑧| =
3

2
حيث    𝑐   هو المسار   ∫

𝑧

𝑧2−1
𝑑𝑧

𝑐
 .  جد قيمة التكامل  

 الحل .   

𝑧

𝑧2 − 1
=

𝑧

(𝑧 − 1)(𝑧 + 1)
 

لذلك فإن الراسب للدالة عند     𝑧 = 1, 𝑧 = −1 تحوي على نقطتين شاذتين وهي     𝑐 نلاحظ أن المنطقة الداخلية للمسار 

هو    −1,  النقطة 1

𝑅𝑒𝑠[𝑓, 1] =
1

2
  ,   𝑅𝑒𝑠[𝑓, −1] =

1

2
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 وعليه فإن  

∫
𝑧

𝑧2 − 1
𝑑𝑧

𝑐

= 2𝜋𝑖(𝑅𝑒𝑠[𝑓, 1] + 𝑅𝑒𝑠[𝑓, −1]) 

    = 2𝜋𝑖 (
1

2
+

1

2
) = 2𝜋𝑖 

( 23-1)مثال  

|𝑧|في الإتجاه الموجب  = حيث     𝑐  هو المسار  2 ∫
cos 𝜋 𝑧

𝑧(𝑧−1)2
𝑑𝑧

𝑐
جد قيمة التكامل      

 الحل:نفرض ان 

𝑓(𝑧) =
cos 𝜋 𝑧

𝑧(𝑧 − 1)2
 

𝑧لذلك فإن الراسب للدالة عند   = 1, 𝑧 = 0 تحوي على نقطتين شاذتين  وهي     𝑐 نلاحظ أن المنطقة الداخلية للمسار 

هو    ,  النقطة 1,0

𝑅𝑒𝑠[𝑓, 1] = 1 ,    𝑅𝑒𝑠[𝑓, 0] = 1 

 وعليه فإن 

∫
cos 𝜋 𝑧

𝑧(𝑧 − 1)2
𝑑𝑧

𝑐

= 2𝜋𝑖(1 + 1) = 4𝜋𝑖 

( 24- 1مثال)   

𝑧|في الإتجاه الموجب  −
𝑖

2
| = حيث     𝑐  هو المسار  1 ∫

1

𝑧4+𝑧2
𝑑𝑧

𝑐
جد قيمة التكامل     

 الحل: نفرض ان  

𝑓(𝑧) =
1

𝑧2(𝑧2 + 1)
 

 

𝑧لذلك فإن الراسب للدالة عند   = 𝑖, 𝑧 = 0 تحوي على نقطتين شاذتين  وهي     𝑐 نلاحظ أن المنطقة الداخلية للمسار 

هو    , 𝑖,  النقاط 0

𝑅𝑒𝑠[𝑓, 𝑖] = −1/2𝑖 ,    𝑅𝑒𝑠[𝑓, 0] = 0 

 وعليه فإن 

∫
1

𝑧4 + 𝑧2
𝑑𝑧

𝑐

= 2𝜋𝑖(0 − 1/2𝑖) = −𝜋 
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( 25-1مثال)  

|𝑧|في الإتجاه الموجب  = حيث     𝑐  هو المسار  2 ∫
𝑧5+𝑧+1

𝑧2(𝑧4−1)
𝑑𝑧

𝑐
التكامل جد قيمة    

 الحل: نفرض ان  

𝑓(𝑧) =
𝑧5 + 𝑧 + 1

𝑧2(𝑧4 − 1)
 

 

𝑧 = 0, 𝑧 = 1, −1, 𝑖, −𝑖 تحوي على خمس نقاط شاذه وهي     𝑐 نلاحظ أن المنطقة الداخلية للمسار 

  

 وجميعها تقع داخل المنحني وعليه 

  

𝑓 (
1

𝑡
) =

1
𝑡5 +

1
𝑡

+ 1

1
𝑡2 (

1
𝑡4 − 1)

=

1 + 𝑡4 + 𝑡5

𝑡5

1 − 𝑡4

𝑡6

= (𝑡 + 𝑡5 + 𝑡6).
1

1 − 𝑡4
 

 

 

= (𝑡 + 𝑡5 + 𝑡6)[1 + 𝑡4 + 𝑡8 + 𝑡12 + ⋯ ] 

 ومنه يكون 

𝑅𝑒𝑠(𝑓(𝑧), ∞) = −1 

 وعليه 

 

∫
𝑧5 + 𝑧 + 1

𝑧2(𝑧4 − 1)
𝑑𝑧

𝑐

= 2𝜋𝑖 
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 الفصل الثاني  
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 الفصل الثاني 

 

 خصائص الدوال التحليلية في المستوي المركب

نظرية كوشي -( 2-1) [.6]  

عندئذٍ يكون       𝑎, 𝑧 ∈ 𝐷   وكان  𝐷 دالة تحليلية في منطقة بسيطة الإتصال    𝑓(𝑧) نظرية.  إذا كانت    

𝐹(𝑧) = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑧

𝑎

 

  𝐹′(𝑧) = 𝑓(𝑧)                                         ويكون 𝐷 تحليلية في المنطقة 

 البرهان .  من الممكن استعمال الترميز 

∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑢

𝐶

= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑧

𝑎

             

    𝑧 𝑎 والنهاية     لهما نفس نقطة البداية     𝐷  كانتورين في  𝐶2, 𝐶1 وليكن 

كورسات  ينتج لنا  -منحني بسيط مغلق وباستخدام نظرية كوشي   𝐶 = 𝐶1 − 𝐶2    لذلك سيكون لدينا 

∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑢

𝐶1

− ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑢

𝐶2

= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑢

𝐶1−𝐶2

= 0 

وبما ان     𝐷 أيضاً تقع داخل    𝑧 + ∆𝑧   صغيرة بما فيه الكفاية لذلك ∆𝑧 نقطة ثابتة وليكن       𝑧   ولبرهنة الجزء الثاني , لتكن 

ثابت وعليه يكون     𝑘 حيث   𝑓(𝑧) = 𝑘  نقطة ثابتة فإن  𝑧 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑢

𝑧+∆𝑧

𝑧

= ∫ 𝑘𝑑𝑢

𝑧+∆𝑧

𝑧

= 𝑘∆𝑧 = 𝑓(𝑧)∆𝑧 

 ومن الجهة الأخرى لدينا  

𝐹(𝑧 + ∆𝑧) − 𝐹(𝑧) = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑧+∆𝑧

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑧

𝑎

 

                                                         = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑎

𝐶1

− ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑎

𝐶2

= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑢

𝐶
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𝑧 + ∆𝑧 مع      𝑎 يربط    𝐶2  ,𝑧 مع       𝑎 يربط     𝐶1   ,𝑧 + ∆𝑧 مع     𝑧 كانتور يربط النقطة      𝐶  حيث 

 

 

بحيث أن     𝛿 > 0 يوجد    휀 > 𝑧, إذن لكل 0 دالة مستمرة عند النقطة      𝑓 وبما ان 

  |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑧)| < 휀 فإن   |𝑢 − 𝑧| < 𝛿 إذا كان 

يؤدي الى ان   |∆𝑧| < 𝛿    ومن المعادلات اعلاه يكون لدينا 

|
𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)

∆𝑧
− 𝑓(𝑧)| =

1

|∆𝑧|
|∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑢

𝐶

− ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑢

𝑧

𝐶

| 

                                       ≤
1

|∆𝑧|
∫|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑧)|𝑑𝑢

𝑢

𝐶

 

                      <
1

|∆𝑧|
휀|∆𝑧| = 휀 

  𝐹′(𝑧) = 𝑓(𝑧) وهذا يعني      ∆𝑧 →  وعليه يكون الطرف الأيسر يذهب إلى الصفر عندما  0

 وبهذا ينتهي البرهان .

 نظرية (2-2)

هي أصل مشتقة لها عندئذٍ  لأي منحني    𝐹(𝑧) وكانت   𝐷 دالة تحليلية في منطقة بسيطة الإتصال   𝑓(𝑧) إذا كانت      

يكون    𝑎, 𝑏 ∈ 𝐷    حيث 𝑏, 𝑎  يصل بين النقطتين 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧

𝑏

𝑎

= 𝐹(𝑧)|𝑎
𝑏 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) 

مستقل عن الطريق لأن    ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑏

𝑎
 البرهان .  من النظرية السابقة نستنتج أن 

𝐹(𝑧) = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑧

𝑎

 

فإن    𝑓 أصل مشتقة الدالة التحليلية      𝐺  تحليلية ولتكن 

𝐺(𝑧) − 𝐹(𝑧) = 𝐻(𝑧) 

ثابت     𝑘 حيث     𝐻(𝑧) = 𝑘    وعليه يكون 𝑧 ∈ 𝐷 لكل      𝐻′(𝑧) =  تحليلية وأن   0

𝐺(𝑧) = 𝐹(𝑧) + 𝑘         و 
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𝐺(𝑏) − 𝐺(𝑎) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)     لذلك 

 وبهذا ينتهي البرهان .

( 3-2:)اثبت ان الدالة  

  

∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑧 𝑑𝑧

𝑖

1

= 𝑐𝑜𝑠 1 − 𝑖 𝑐𝑜𝑠ℎ 1 

  𝐹(𝑧) = − 𝑐𝑜𝑠 𝑧 هي    𝑓(𝑧) = 𝑠𝑖𝑛 𝑧   الحل .  أصل المشتقة للدالة 

 لذلك 

∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑧 𝑑𝑧

𝑖

1

= − 𝑐𝑜𝑠 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠 1 = 𝑐𝑜𝑠 1 − 𝑖 𝑐𝑜𝑠ℎ 1 

(Cauchy Integral Formula) [7.] (4 -2 )  صيغة كوشي التكاملية  

ولتكن    𝑪 تحوي      𝑫 دالة تحليلية على منطقة بسيطة الإتصال    𝒇 كانتور مغلق بسيط بالإتجاه الموجب ولتكن    𝑪  ليكن 

فإن      𝑪    أي نقطة داخلية تقع داخل 𝒛𝟎 

𝒇(𝒛𝟎) =
𝟏

𝟐𝝅𝒊
∫

𝒇(𝒛)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪

 

كورسات بأن التكامل على -ومن نتيجة مبرهنة كوشي    𝒛𝟎 ما عدا عند النقطة   𝑫 دالة تحليلية في     
𝒇(𝒛)

𝒛−𝒛𝟎
 البرهان .  الدالة  

( 2)ث كما في الشكلحي   𝑪𝒓 هو نفسه على المنحني    𝑪   المنحني 

 𝑪𝒓: |𝒛 − 𝒛𝟎| = 𝒓 

 

 

 

 

 

                                                                              

( 2)  رقم شكل  

 

. 𝑧0 
𝐶 
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 أي أن  

 

∫
𝒇(𝒛)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪

= ∫
𝒇(𝒛)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝒓

 

 من الممكن كتابة الطرف الأيمن كالآتي  

∫
𝒇(𝒛)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝒓

= ∫
𝒇(𝒛𝟎)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝒓

+ ∫
𝒇(𝒛) − 𝒇(𝒛𝟎)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝒓

                                                                       

                       = 𝒇(𝒛𝟎) ∫
𝒅𝒛

𝒛 − 𝒛𝟎

𝒛

𝑪𝒓

+ ∫
𝒇(𝒛) − 𝒇(𝒛𝟎)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝒓

= 𝒇(𝒛𝟎)𝟐𝝅𝒊 + ∫
𝒇(𝒛) − 𝒇(𝒛𝟎)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝒓

 

فإن المعادلة أعلاه تكون    𝒓 →  إذا ما أخذنا   𝟎

∫
𝒇(𝒛)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪

= 𝒇(𝒛𝟎)𝟐𝝅𝒊 + 𝒍𝒊𝒎
𝒓→𝟎+

∫
𝒇(𝒛) − 𝒇(𝒛𝟎)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝒓

 

𝑴𝒓 = 𝐦𝐚𝐱 {∫|𝒇(𝒛) − 𝒇(𝒛𝟎)| : 𝒛 ∈ 𝑪𝒓}  لتكن 

  𝒓 → 𝟎 عندما    𝑴𝒓 → دالة مستمرة ومن الواضح     𝟎 𝒇  وبما ان 

 لذلك نستنتج ان  

|
𝒇(𝒛) − 𝒇(𝒛𝟎)

𝒛 − 𝒛𝟎
| =

|𝒇(𝒛) − 𝒇(𝒛𝟎)|

𝒛 − 𝒛𝟎
≤

𝑴𝒓

𝒓
 

هذا يقابلإذن   

| ∫
𝒇(𝒛) − 𝒇(𝒛𝟎)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝒓

| ≤
𝑴𝒓

𝒓
𝑳(𝑪𝒓) = 𝟐𝝅𝑴𝒓 

 وعليه 

𝒍𝒊𝒎
𝒓→𝟎+

∫
𝒇(𝒛) − 𝒇(𝒛𝟎)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝒓

= 𝟎 

 وبهذا نستنتج أن
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∫
𝒇(𝒛)

𝒛 − 𝒛𝟎
𝒅𝒛

𝒛

𝑪

= 𝟐𝝅𝒊𝒇(𝒛𝟎) 

 وبهذا ينتهي البرهان

 

 

( 5- 2) مثال  

𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟐𝝅      وأن 𝑪: 𝒛(𝒕) = 𝒆𝒊𝒕 حيث     ∫
𝒛𝟐+𝟏

𝒛
𝒅𝒛

𝑪
إحسب   

ℂ      دالة تحليلية على المستوي  العقدي 𝒇(𝒛) = 𝒛𝟐 +  الحل .  الدالة𝟏

𝑪 نقطة تقع داخل الكانتور    𝒛𝟎 =  وأن𝟎

 لذلك باستخدام صيغة كوشي التكاملية فإننا نستنتج

𝒇(𝟎) =
𝟏

𝟐𝝅𝒊
∫

𝒛𝟐 + 𝟏

𝒛
𝒅𝒛

𝒛

𝑪

 

 ومنه 

∫
𝒛𝟐 + 𝟏

𝒛
𝒅𝒛 = 𝟐𝝅𝒊[𝟏] = 𝟐𝝅𝒊 

 

( 6- 2) مثال  

𝒛|بالإتجاه الموجب .  − 𝟐| = 𝟑 دائرة     𝑪 حيث     ∫
𝒆𝒛𝟐

𝒛𝟐−𝟔𝒛
𝒅𝒛

𝑪
إحسب     

𝑪 تقع  داخل    𝒛𝟎 = 𝟎 دالة تحليلية وأن    𝒇(𝒛) =
𝒆𝒛𝟐

𝒛−𝟔
 الحل .  من الواضح  

 لذلك باستخدام صيغة كوشي التكاملية فإننا نستنتج

𝒇(𝟎) =
𝟏

𝟐𝝅𝒊
∫

𝒆𝒛𝟐

𝒛𝟐 − 𝟔𝒛
𝒅𝒛

𝒛

𝑪

 

 ومنه 

 

∫
𝒆𝒛𝟐

𝒛𝟐 − 𝟔𝒛
𝒅𝒛 = 𝟐𝝅𝒊 (

−𝟏

𝟔
) =

−𝝅𝒊

𝟑
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( 7- 2مثال)   

𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟐𝝅      وأن 𝑪: 𝒛(𝒕) = 𝒆𝒊𝒕 + 𝝅𝒊 حيث     ∫
𝒛𝟐𝒆𝒛

𝒛−𝝅𝒊
𝒅𝒛

𝒛

𝑪
 إحسب

ℂ      دالة تحليلية على المستوي  العقدي 𝒇(𝒛) = 𝒛𝟐𝒆𝒛الحل .  الدالة 

𝑪كما في الرسم وحسب صيغة كوشي التكاملية فإن  نقطة تقع داخل الكانتور     𝒛𝟎 = 𝝅𝒊وأن 

 

 

∫
𝒛𝟐𝒆𝒛

𝒛 − 𝝅𝒊
𝒅𝒛

𝒛

𝑪

= 𝟐𝝅𝒊𝒇(𝒛𝟎) 

= 𝟐𝝅𝒊𝒇(𝝅𝒊) 

= 𝟐𝝅𝟑𝒊         

 

 

فإن جميع مشتقات الدالة عند  ملاحظه: من صيغة كوشي التكاملية يمكن أن نستنتج أنه إذا كانت الدالة تحليلية عند نقطة 

 تلك النقطة تكون أيضا تحليلية . 

 

( متراجحة)( 2- 8) . [8]  

 |𝒇(𝒛)| < 𝑴 وأن     𝑪 لتكن  الكانتوردالة مستمرة معرفة على مجموعة مفتوحة تحتوي على (  𝑴𝑳- )متراجحة    

فإن      𝒛 ∈ 𝑪 لكل 

|∫ 𝒇

𝒛

𝑪

(𝒛)𝒅𝒛| ≤ 𝑴𝑳 

𝑪  طول  الكانتور   𝑳 حيث 

  𝒛(𝒕): [𝒂, 𝒃] → ℂ  منحني أملس حيث𝑪  البرهان .  ليكن 

|∫ 𝒇

𝒛

𝑪

(𝒛)𝒅𝒛| = |∫ 𝒇

𝒃

𝒂

(𝒛(𝒕))𝒛′(𝒕)𝒅𝒕| ≤ ∫|𝒇(𝒛(𝒕))||𝒛′(𝒕)|𝒅𝒕

𝒃

𝒂

 

≤ 𝑴 ∫|𝒛′(𝒕)|𝒅𝒕

𝒃

𝒂

= 𝑴𝑳. 

. 
 

 

𝑦 
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ملساء فإن       𝜸𝟏 حيث   𝑪 = 𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 + ⋯ + 𝑪𝒏 فإذا كان 

|∫ 𝒇

𝒛

𝑪

(𝒛)𝒅𝒛| = |∑ ∫ 𝒇

𝒛

𝑪𝒋

(𝒛)𝒅𝒛

𝒏

𝒋=𝟏

| < ∑ | ∫ 𝒇

𝒛

𝑪𝒋

(𝒛)𝒅𝒛|

𝒏

𝒋=𝟏

 

≤ ∑ 𝑴𝑳(𝑪𝒋)

𝒏

𝒋=𝟏

= ∑ 𝑴𝑳(𝑪)

𝒏

𝒋=𝟏

 

( 9- 2) مثال  

 

|𝒛|     إثبت أن      = 𝟐 , 𝒛 = 𝟐𝒊 الى 𝒛 = ليكن  𝑪  كانتور معطى بالصيغة    من  𝟐  

  

|∫
𝒛 + 𝟒

𝒛𝟑 − 𝟏
𝒅𝒛| ≤

𝟔𝝅

𝟕
 

 الحل .  بما أن  

|𝒛 + 𝟒| ≤ |𝒛| + 𝟒 = 𝒛𝟑|   و     𝟔 − 𝟏| ≥ ||𝒛𝟑| − 𝟏| = 𝟕 

 فإن 

|
𝒛 + 𝟒

𝒛𝟑 − 𝟏
| =

|𝒛 + 𝟒|

|𝒛𝟑 − 𝟏|
≤

𝟔

𝟕
 

  اذن 
𝟔

𝟕
= 𝑴 و 𝑳 = 𝝅  حيث  ان 

|∫
𝒛 + 𝟒

𝒛𝟑 − 𝟏
𝒅𝒛| ≤

𝟔𝝅

𝟕
 

0١فرضيات   (2-10). [8] 

     𝒂 ≤ 𝒕 ≤ 𝒃      ,   𝒛 = 𝒛(𝒕) هو كانتور مغلق بسيط     𝑪 نفرض أن 

لذلك سيكون لدينا      𝑪 داخل وعلى محيط     𝑪 تحليلية عند كل نقطة من نقاط     𝒇 وبإتجاه عكس عقرب الساعة ولتكن

 الدالة   

∫ 𝒇

𝒛

𝑪

(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝒇

𝒃

𝒂

(𝒛(𝒕))𝒛′(𝒕)𝒅𝒕 

𝒛(𝒕) = 𝒙(𝒕) + 𝒊𝒚(𝒕)  , 𝒇(𝒛) = 𝒖(𝒙, 𝒚) + 𝒊𝒗(𝒙, 𝒚)        وإذا فرضنا أن 
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نستنتج     𝒕  فإنه و بعد إجراء التكامل على القيمة الحقيقية 

∫ 𝒇

𝒛

𝑪

(𝒛)𝒅𝒛 = ∫(𝒖𝒙′(𝒕) − 𝒗𝒚′(𝒕))

𝒃

𝒂

𝒅𝒕 + 𝒊 ∫(𝒗𝒙′(𝒕) + 𝒖𝒚′(𝒕))

𝒃

𝒂

𝒅𝒕 

𝒇(𝒛) = 𝒖 + 𝒊𝒗  ,   𝒅𝒛 = 𝒅𝒙 + 𝒊𝒅𝒚   ولهذا يكون بعد وضع 

(𝟑)                    ∫ 𝒇

𝒛

𝑪

(𝒛)𝒅𝒛 = ∫ 𝒖𝒅𝒙 − 𝒗𝒅𝒚

𝒛

𝒄

+ 𝒊 ∫ 𝒗𝒅𝒙 + 𝒖𝒅𝒚

𝒛

𝒄

      

إلى تكامل ثنائي باستخدام نظرية كرين والتي تنص على   ومن نتائج التفاضل والتكامل فإننا نستطيع تحويل تكامل  (𝟑)

 المسار 

التـي     𝑹 مع مشتقاتها الجزئية الأولى مستمرة على جميع المنطقة المغلقة     𝑸(𝒙, 𝒚), 𝑷(𝒙, 𝒚)  أنه إذا كانت الدوال

 الحقيقية  

 تحوي على جميع النقاط الداخلية وعلى محيط الكانتور المغلق البسيط  𝑪  فإنه  

∫ 𝑷𝒅𝒙 + 𝑸𝒅𝒚

𝒅

𝑪

= ∬(𝑸𝒙 − 𝑷𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒒

𝑹

 

ولهذا   𝑹 لذلك تكون مستمرة داخل   𝑹 تحليلية في      𝒇  وبما أن الدالة 

∫ 𝒇

𝒛

𝑪

(𝒛)𝒅𝒛 = ∬(−𝒗𝒙 − 𝒖𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒗

𝑹

+ 𝒊 ∬(𝒖𝒙 − 𝒗𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒖

𝑹

 

ريمان متحققة لذلك يكون لدينا-وحيث أن معادلتي كوشي  

∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = 𝟎 

المهمة في التكامل  العقدي.هذه النتيجة حصل عليها كوشي في القرن التاسع عشر وكما أسلفنا تعتبر من النتائج   

 

 

( 11- 2) مثال  

𝑪  كانتور مغلق بسيط فإن   إذا كان       

∫ 𝒆𝒛𝟑

𝒛

𝑪

𝒅𝒛 = 𝟎 
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مستمرة كذلك .     𝒇′(𝒛) = 𝟑𝒛𝟐𝒆𝒛𝟑
 وذلك لأن الدالة تحليلية في جميع النقاط بالإضافة إلى أن  

    𝒇′ يمكن إلغاءه أي ان      𝒇′ أول من برهن أن شرط الاستمرارية لـ    Goursat   وهنا تجدر الإشارة إلى أن العالم

 كورسات  

لا يشترط أن تكون مستمرة وعليه تم تنقيح النتيجة التي حصل عليها كوشي بحذف شرط الإستمراريــــة     𝒇 للدالة

 التحليلية  

كورسات والتي سنعرضا في النظرية القادمة . -وهذه النتيجة سميت نظرية كوشي   𝒇′  للمشتقة 

( 12- 2مثال)   

𝑫  فإن  ) كانتور مغلق بسيط ( يقع داخل   𝑪 ,  𝑫 تحليلية على المجال المتصل البسيط    𝒇 إذا كانت الدالة       

∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒛

𝑪

= 𝟎. 

 البرهان .  من نظرية كرين نجد أن 

∫ 𝒖(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 − 𝒗(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚 = ∬(−𝒗𝒙 − 𝒖𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚 = 𝟎 

 وكذلك 

∫ 𝒗(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 + 𝒖(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚

𝒗

𝑪

= ∬(𝒖𝒙 − 𝒗𝒚)𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒖

𝑫

= 𝟎 

 لذلك ينتج لدينا  

∫ 𝒇

𝒛

𝑪

(𝒛)𝒅𝒛 = ∫(𝒖 + 𝒊𝒗)

𝒛

𝑪

(𝒅𝒙 + 𝒊𝒅𝒚)                                         

                                                 = ∫ 𝒖(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 − 𝒗(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚

𝒖

𝑪

+ 𝒊 ∫ 𝒗(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 + 𝒖(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚

𝒗

𝑪

= 𝟎 

( 13- 2نظرية)   

فإنه حسب نظرية     𝑫 دالة تحليلية على     𝒇 لذلك وبما ان     𝒇(𝒛) = 𝒆𝒛 ليكن   𝑪منحني بسيط مغلق , ولتكن      

كورسات  -كوشي  

∫ 𝒆𝒛𝒅𝒛

𝒛

𝑪

= 𝟎 
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( 13- 2) نتيجة   

 

  𝑪𝟏 يقع داخل   𝑪𝟐 كانتور مغلق بسيط  وبالإتجاه الموجب )عكس عقارب الساعة( حيث    𝑪𝟐, 𝑪𝟏    إذا كان كل من  

وكل النقاط بينهما  فإن   𝑪𝟐, 𝑪𝟏   تحليلية على منطقة مغلقة تحتوي على 𝒇(𝒛)  والدالة 

∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝟏

= ∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝟐

 

وهذه النتيجة تعطينا بأنه قيمة التكامل لا تتعلق بالطريق المسلوك مادام هذا الطريق هو مغلق وبسيط والدالة تحليلية على 

 مجال يحتويه. 

 

( 14- 2) مثال  

  
𝒙𝟐

𝟗
+

𝒚𝟐

𝟒
= 𝟏 هو القطع الناقص الذي معادلته   𝑪𝟏 حيث    ∫

𝒅𝒛

𝒛

𝒛

𝑪𝟏
إحسب التكامل     

هو الدائرة التي مركزها نقطة الأصل      𝑪𝟐 لذلك من الممكن أن نختار    𝒛 = غير تحليلية عندما    𝟎 𝒇(𝒛)   الحل .  الدالة 

:𝑪𝟐    (3بالشكل رقم)وكما هو موضح   |𝒛| = 𝟏 أي أن     1ونصف قطرها   

 

 

 

 

 

 

 

( 3) شكل رقم   

 وهنا يمكن ملاحظة ما يلي: 

   .𝑪𝟏 يقع بأكمله داخل القطع الناقص    𝑪𝟐 .  المنحني 1  

 . 𝑪𝟐, 𝑪𝟏 دالة تحليلية في المنطقة الواقعة بين    𝒇(𝒛) .  الدالة 2  

. 𝑪𝟐, 𝑪𝟏 دالة تحليلية في كل نقطة من نقاط     𝒇(𝒛) .  الدالة   3  

 لذلك حسب النتيجة السابقة يكون لدينا 

𝐶2 

𝐶1 
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∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝟏

= ∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝟐

 

 𝟎 ≤ 𝜽 ≤ 𝟐𝝅   حيث  𝒅𝒛 = 𝒊𝒆𝒊𝜽𝒅𝜽 , 𝒛 = 𝒆𝒊𝜽 لذلك ليكن     𝑪𝟐: |𝒛| =  وبما أن 𝟏

 فإن 

∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝟐

= ∫
𝒊𝒆𝒊𝜽

𝒆𝒊𝜽

𝟐𝝅

𝟎

𝒅𝜽 = ∫ 𝒊𝒅𝜽

𝟐𝝅

𝟎

 

(𝒊𝜽]𝟎
𝟐𝝅 = 𝟐𝝅𝒊 

 ومنه يكون  

∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝟏

= 𝟐𝝅𝒊 

 

 

( 15- 2) مثال  

   , 𝑪𝒌 وبشترط ان تكون   𝑪 والمنحني     𝑪𝟏, … , 𝑪𝒏 دالة تحليلية في المنطقة الواقعة بين المنحنيات     𝒇(𝒛)  ليكن  . 

تحليليـــــــــة على المنحنيات    𝒇(𝒛) حسب شكل  غير متقاطعة مع بعضها وجميعها منحنيات بسيطة مغلقة وكذلك  

(4 ) (𝒌 = 𝟏, … , 𝒏) 

عندئذٍ يكون     

𝑪𝟏, … , 𝑪𝒏 

∫ 𝒇(𝒛) =

𝑪

∑ ∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝑪𝒌

=

𝒏

𝒌=𝟏

𝟎 

 

 

 

 

 

4) شكل رقم  

𝐶1 

𝐶𝑛 

𝐶 
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 مثال  (16-2)

 

 إثبت أن  

∫
𝒛 + 𝟑

𝒛𝟐 − 𝒛

𝒛

𝒄

= 𝟏𝟒𝝅𝒊 

(6- 5)كانتور كما في الشكل   𝑪 حيث 

 

 

 

 

 

 

 

( 6شكل رقم )                                         (5شكل رقم )   

 الحل .   

∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛

𝒛

𝑪

= −𝟑 ∫
𝟏

𝒛
𝒅𝒛

𝒛

𝑪

+ 𝟒 ∫
𝟏

𝒛 − 𝟏
𝒅𝒛

𝒛

𝑪

 

 لإيجاد التكامل الأول في الطرف الأيمن يكون  

−𝟑 ∫
𝟏

𝒛
𝒅𝒛 = −𝟑 ∫

𝟏

𝒛
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝟏

+ (−𝟑) ∫
𝟏

𝒛
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝟐

= 𝟑 ∫
𝟏

𝒛
𝒅𝒛

𝒛

−𝑪𝟏

+ 𝟎 = 𝟔𝝅𝒊 

 وبنفس الطريقة  

𝟒 ∫
𝟏

𝒛 − 𝟏
𝒅𝒛

𝒛

𝑪

= 𝟒 ∫
𝟏

𝒛 − 𝟏
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝟏

+ 𝟒 ∫
𝟏

𝒛 − 𝟏
𝒅𝒛

𝒛

𝑪𝟐

= 𝟎 + 𝟖𝝅𝒊 = 𝟖𝝅𝒊 

 لذلك يكون الناتج 

∫ 𝒇(𝒛)𝒅𝒛 = 𝟔𝝅𝒊 + 𝟖𝝅𝒊 = 𝟏𝟒𝝅𝒊 

 

𝑥 

 

𝑦 

 
𝐶1 

𝐶2 𝐶 
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النظرية الأساسية في الجبر   (2- 17) .[9]  

 

)( الكامل  الدالة )المفتوح او المغلق(في جميع نقاط المستوى   التحليلي  الدالةندعو   

 

  صماءكاملة  دالةمثل كثيرة حدود والى كاملة عادية،  الدالةإلى  الكاملة الدالة تقسم

 Sin z, conz ونبرهن  على صحة نظرية هامة

 

كل معادلة متعددة الحدود لها معاملات ودرجات معقدة لها جذر مركب واحد على الأقل . تم إثبات هذه النظرية لأول مرة  

قيم )بعضها ربما يتدهور( والتي . تسمى هذه  بواسطة غاوس. إنه يعادل العبارة التي تقول إن متعدد الحدود من الدرجة له 

 القيم جذور متعددة الحدود .

نظرية ليوفيل ( 18-2)  

 

دالة ثابتة .    𝒇 كلية ومقيدة فإن    𝒇    إذا كانت الدالة .(Liouvill's Theorem (  نظرية  ليوفيل 

وبواسطة متراجحة كوشي في حالة    ℂ على المستوي  العقدي   𝑴 دالة تحليلية ومقيدة بعدد حقيقي موجب      𝒇   . البرهان

 لتكن 

  𝑹 > ولكل   𝟎 𝒛 ∈ ℂ لكل     |𝒇′(𝒛)| ≤
𝑴

𝑹
نستنتج أن     𝒏 = 𝟏 

دالة ثابتة.   𝒇 وهذا يؤدي     𝒛 لكل     𝒇′(𝒛) = لذلك سنجد أن     𝟎 𝑹 →  لندع ∞

 

 

بالاعتماد على نظرية ليوفيل يمكننا الآن وبسهولة ، البرهان على صحة النظرية الأساسية في الجبر وهي:    

 

( نظرية غوص  Gauss )(2-19)  

 

كل كثير حدود درجته اكبر من الصفر يملك ، على الأقل ، جذراً واحداً . البرهان . ليكن كثير الحدود   

 W(z) = a + a₁z+…+amzm, m>0  (/ تحليليا في جميع نقاط  2) الدالةإذا لم يكن لكثير الحدود هذا أي جذر ، كان

 المستوي وبالتالي كاملاً . وهو محدود لأن : 
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 1/W(z) 0. 

 

الدوال التوافقية  ( 2- 20).[11]  

 

ذي المتحولين ) الدالةتعريف . نقول عن  x) =   المعرف في المنطقةD ( 0إنه توافقي في النقطة  (, x)  إذا كان له مشتقان

 جزئيان مستمران من المرتبة الأولى والثانية في جوار ما لهذه النقطة وكان :

 

Uxx (x, y) + uyy (x, y) = 0 

 

إنه توافقي في المنطقة   الدالةفي كل نقطة من هذا الجوار. ونقول عن هذا   D  إذا كان 

 

( بمعادلة لابلاس التفاضلية 13توافقيا في كل نقطة من هذه المنطقة . تعرف المعادلة )  

 

ΔU=0 : ويرمز لها اختصاراً بالرمزAu 

 

التوافقية ذات الدالة تدعىتلعب التوابع التوافقية دورا هاما في نظرية الكمون . لذلك  المتحولين ، أحيانا بالكمون  

 اللوغاريتمي . 

 

 من التعريف ينتج مباشرة مايلي:

 

( 21- 2نتيجة )    

 

توافقي .  الدالةثابت هو  دالةأن كل   

 نتيجه (22-2)

توافقيا وكان  4 الدالةإذا كان   a  وb  الدالةثابتين كيفيين كان  an + b  . توافقيا أيضا 
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( 23- 2نتيجه )   

 

توافقيين في منطقة مشتركة وكانت  دوال 7و  14إذا كان  a  وb  وc  الدالةثوابتاً كان w=au+bu+c 

 

 توافقياً في هذه المنطقة 

 

توافقيا فمثلاً  الدالةتوافقيين  دوالليس من الضروري أن يكون جداء   xy  توافقي بينما مربعه )  الدالة xy   ليس بالتوافقي

يحقق معادلة لابلاس لأنه لا   

 

( 24-2)نظرية  

 

( تحليليا في المنطقة  2) الدالةإذا كان   D  ( كان قسمه الحقيقيx,y) توافقيا في هذه المنطقة. دالة  

 

f(z) = u(x, y)+iv(x, y) 

 

 

العقدي الدالةتحليلياً في المنطقة لدينا بحسب قاعدة اشتقاق  دالة  

 

f'(z)=ux+ivx, 

 

f'(z)=(uy+ivy) 

 

f"(z)=uxx+ivxx, f(2)=(xy + yy) 

 

Uxx+ivxx -yy-iuyy 

 

xx=-yy 
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Uxx+4yy=0 

 

 وبالمقارنة يكون 

 

:وهذا يعني أن معادلة لإبلاس التفاضلية محققة ولذلك  x,y) توافقي في  دالة  D. 

 

 بمحاكمة مشابهة يبرهن على صحة النظرية الآتية: 

 

( 25- 2نظرية )  

توافقيا فمثلاً الدالة توافقيين  الدوال الضروري أن يكون جداءليس من   xy توافقي بينماالدالة    

 

( 13ليس بالتوافقي لأنه لا يحقق معادلة لابلاس ) (xy  (مربعه  

 

( تحليليا في المنطقة 2)الدالة نظرية . إذا كان    D ( تابعا توافقيا في هذه المنطقة. 2كان قسمه الحقيقي )  

 

F(z) = u(x, y)+iv(x, y) 

 

العقدي الدالة تحليليا في المنطقة لدينا بحسب قاعدة اشتقاق الدالة   

 

 وبالمقارنة يكون 

 

F'(z)=ux+ivx f'(z)=(uy+ivy) 

 

F"(z)=Uxx+iUxx, f(2)= (x + y) 

 

Uxx+ixx -yy-yy 4xx+4yy = 0 Uxx=-yy ( وهذا يعني أن معادلة لابلاس التفاضلية محققة ولذلكx)  توافقي  الدالة

 بمحاكمة مشابهة يبرهن على صحة النظرية الآتية:  .Dفي  
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التحليلية الدالةتوافقي ) في منطقة ما ، وحيدة الترابط، يصلح لأن يكون قسما حقيقيا لأحد  دالةكل   

 

 

 

  اثبت ان الداله :(26- 2مثال) 

داله توافقيه   𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒆𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 

 

 التطبيقات العلمية 

 

(2 -27)  مثال  

وكانت المشتقات الجزئية من الرتبة الثانية   𝑫 دالة تحليلية في المجال   𝒇(𝒛) = 𝒖(𝒙, 𝒚)𝒊𝒗(𝒙, 𝒚)   كانت اذا

  . 𝑫 دوال توافقية في     𝒗, 𝒖 مستمرة فإن    𝒗, 𝒖 لكل من 

ريمان متحققة أي أن  -دالة تحليلية إذن تكون معادلتي كوشي    𝒇(𝒛)   البرهان .  بما أن 

𝒖𝒙 = 𝒗𝒚, 𝒖𝒚 = −𝒗𝒙 

نحصل على    𝒙  فإذا قمنا باشتقاق العلاقة أعلاه بالنسبة للمتغير 

𝒖𝒙𝒙 = 𝒗𝒚𝒙, 𝒖𝒚𝒙 = −𝒗𝒙𝒙 

لنحصل على     𝒚 ير  وبنفس الطريقة نشتق العلاقة أعلاه بالنسبة للمتغ  

𝒖𝒙𝒚 = 𝒗𝒚𝒚, 𝒖𝒚𝒚 = −𝒗𝒙𝒚 

مستمرة , لذلك بإستخدام نظرية في التفاضل والتكامل للدوال    𝒗𝒚𝒙 , 𝒗𝒙𝒚 , 𝒖𝒚𝒙 , 𝒖𝒙𝒙  وبما أن جميع المشتقات الجزئية 
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 الحقيقية التي تتحدث عن تساوي المشتقات الجزئية , أي أن  

𝒖𝒙𝒚 = 𝒖𝒚𝒙 , 𝒗𝒙𝒚 = 𝒗𝒚𝒙 

من هذا أنه لذلك ينبع   

𝒖𝒙𝒙 + 𝒖𝒚𝒚 = 𝒗𝒚𝒙 − 𝒗𝒙𝒚 = 𝟎 

 وكذلك 

𝒗𝒙𝒙 + 𝒗𝒚𝒚 = −𝒖𝒚𝒙 + 𝒖𝒙𝒚 = 𝟎 

 وبهذا ينتهي البرهان.

 

 مثال (28-2)

ومشتقاتهم الجزئية موجودة ومستمرة وتحقق    𝑫 دوال توافقية في المجال    𝒖, 𝒗 واذا كانت   𝒇 = 𝒖 + 𝒊𝒗 لتكن.  

 𝒖 يسمى مرافق توافقي لـ    𝒗 فإن     𝑫 ريمان في - معادلتي كوشي   

( 33-2مثال)    

وعليه يكون     𝒖𝒙𝒙 + 𝒖𝒚𝒚 = 𝟐 − 𝟐 = 𝟎 فإن     𝒖(𝒙, 𝒚) = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 لتكن      

هي أيضاً دالة توافقية وكذلك     𝒗(𝒙, 𝒚) = 𝟐𝒙𝒚 دالة توافقية وكذلك نجد أن      𝒖  

تعطى بالصورة    𝒇(𝒛) والدالة      𝒖 مرافق توافقي للدالة     𝒗 وبالتالي يكون    𝒖𝒚 = −𝒗𝒙 = 𝟐𝒚 و        𝒖𝒙 = 𝒗𝒚 =

𝟐𝒙 

 الآتية  

𝒇(𝒛) = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝒊𝟐𝒙𝒚 = 𝒛𝟐 

 

: (29-2) نظريات. [10] 

   .𝒖 مرافق توافقي للدالة     𝒗 إذا وفقط إذا كان     𝑫 تحليلية في المجال    𝒇(𝒛) = 𝒖(𝒙, 𝒚) + 𝒊𝒗(𝒙, 𝒚)  الدالة 

   .𝑫 دالــة تحليــلية في     𝒇 , إذن باستخدام النظرية السابقة تكون    𝑫 في المجال    𝒖 مرافق توافقي للدالة     𝒗  . البرهان

 إذا كان  

دوال توافقية حسب النظرية السابقة بالإضافة إلــى     𝒗, 𝒖 إذن يكون   𝑫 دالة تحليلية في     𝒇  ولبرهنة الإتجاه الثاني , إذا

 كانت 

ريمان متحققة .- كوشي ذلك معادلتي  
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مثال    (35-2)  

 

. ثم جد     𝒛 = 𝟎 ما عدا      𝒛 دالة توافقية لكل الأعداد     𝒖(𝒙, 𝒚) = 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐).  إثبت أن الدالة الحقيقية𝒇(𝒛) =

𝒖 + 𝒊𝒗  

فيكون لدينا     𝒚 , 𝒙 بالنسبة لكلا المتغيرين     𝒖(𝒙, 𝒚)   الحل .  في البداية نجد المشتقات الجزئية من الدرجة الثانية للدالة 

𝒖𝒙 =
𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
  , 𝒖𝒙𝒙 =

𝟐(𝒙𝟐 − 𝒚𝟐)

(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝟐
 

𝒖𝒚 =
𝟐𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
  , 𝒖𝒚𝒚 =

𝟐(𝒙𝟐 − 𝒚𝟐)

(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝟐
 

 وبالجمع نحصل على  

𝒖𝒙𝒙 + 𝒖𝒚𝒚 = 𝟎 

دالة توافقية ,    𝒖   إذن الدالة 

ريمان نحصل على - هو المرافق التوافقي وعليه من معادلتي كوشي   𝒗(𝒙, 𝒚) ولإيجاد المرافق التوافقي لها , نفرض أن 

(𝟗)                                               𝒖𝒙 = 𝒗𝒚 =
𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
                                     

𝒖𝒚 = −𝒗𝒙 

نحصل على    𝒚 بالنسبة للمتغير      وبتكامل العلاقة   (𝟗)

𝒗(𝒙, 𝒚) = ∫
𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
𝒅𝒚 = 𝟐 𝒕𝒂𝒏−𝟏 (

𝒚

𝒙
) + 𝝋(𝒙) 

 .  𝒚  حيث  𝝋(𝒙) تمثل ثابت التكامل بالنسبة للمتغير   

 لذلك يجب أن نجد قيمة  𝝋(𝒙) ريمان حيث أن- وذلك باستخدام المعادلة الثانية من معادلتي كوشي  

𝒗𝒙(𝒙, 𝒚) =
𝟐

𝟏 + (
𝒚
𝒙)

𝟐
⋅

𝒅

𝒅𝒙
(

𝒚

𝒙
) + 𝝋′(𝒙) 

=
𝟐𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
+ 𝝋′(𝒙)     

                                                    𝒗𝒙 = −𝒖𝒚 =
−𝟐𝒚

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐
 ولكن                                                         
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  𝒄 دالة ثابتة ولتكن قيمتها تساوي      𝝋(𝒙) 𝝋′(𝒙) لذلك تكون   =  وبالمقارنة فإن قيمة   𝟎

معرفة كالآتي      𝒗   لذلك يكون المرافق 

𝒗(𝒙, 𝒚) = 𝟐 𝒕𝒂𝒏−𝟏 (
𝒚

𝒙
) + 𝒄 

 والدالة التحليلية المقابلة هي 

𝒇(𝒛) = 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐) + 𝒊 (𝟐 𝒕𝒂𝒏−𝟏 (
𝒚

𝒙
) + 𝒄) 

نستنتج أن    𝒛 = 𝒙      , 𝒚 = 𝟎 نضع     𝒛  ولإيجادها بدلالة 

𝒇(𝒛) = 𝒍𝒏(𝒛𝟐) + 𝒊𝒄 

 وبصورة عامة لإيجاد المرافق التوافقي لأي دالة توافقية نستخدم النظرية القادمة . 

 

2-30)  نظريات  (

فإنه يوجد مرافق توافقي   (𝒙, 𝒚) دالة توافقية عند جوار النقطة التي مركزها   𝒖(𝒙, 𝒚)  نظرية: ليكن 

دالة تحليلية .    𝒇(𝒛) = 𝒖(𝒙, 𝒚) + 𝒊𝒗(𝒙, 𝒚) معرف على هذا الجوار وأن      𝒗(𝒙, 𝒚) 

ريمان  -دوال توافقية , إذن تحقق معادلتي كوشي   𝒖, 𝒗  البرهان .  بما أن 

 

𝒖𝒙 = 𝒗𝒚   ,   𝒖𝒚 = −𝒗𝒙      

بخطوتين رئيسيتين :    𝒗(𝒙, 𝒚)  والآن نستطيع أن نجد المرافق التوافقي 

  𝒖𝒙 والتي استنتجناها من     𝒗𝒚 الخطوة الأولى , نكامل الدالة 

فيكون لدينا    𝒚 نكاملها بالنسبة إلى 

(𝟏𝟎)                             𝒗(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝒖𝒙(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚 + 𝒄(𝒙)        

فقط .   𝒙  حيث 𝒄(𝒙)  دالة تعتمد على المتغير 

في    −𝒖 بقيمة    𝒗𝒙 ونعوض قيمة    𝒙 بالنسبة للمتغير   (𝟏𝟎) أما الخطوة الرئيسية الثانية فهي  𝒄′(𝒙) باشتقاق المعادلة 

 إيجاد  

 الطرف الأيسر فنحصل على 

(𝟏𝟏)                       − 𝒖(𝒙, 𝒚) =
𝒅

𝒅𝒙
∫ 𝒖𝒙(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚 + 𝒄′(𝒙)        

 𝒄′(𝒙) ثم نكامل الدالة     𝒙 تحذف ما عدا الحدود التي تعتمد على المتغير     (𝟏𝟏) دالة توافقية فإن جميع حدود     𝒖 وبما أن 
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 𝒄(𝒙)  ذات المتغير المفرد لإيجاد قيمة 

(. التوافقية )المرافق    

𝒗(𝒙, 𝒚)  وهذه الخطوات أساسية لإيجاد 

توافقي مرافق   جد(31- 2) مثال  

,𝒗(𝒙 للدالة   𝒚) 

𝒖(𝒙, 𝒚) = 𝒆𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 

 الحل:
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